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Résumé 



Boucles et Mousses de Spin en Gravité Quantique : 

Une approche covariante à la quantification non-perturbative de la relativité générale 



La gravité à boucles est une quantification canonique de la gravité 4d. Les états quantiques de géométrie 3d 
sont les réseaux de spin SU (2) et ont une interprétation naturelle en termes de variété triangulée. Une mousse de 
spin est une histoire de tels réseaux : c'est un formalisme d'intégrale de chemin et permet d'étudier la dynamique 
des modèles. Le modèle de Barrett-Crane est le modèle le plus prometteur. Il est issu des théories topologiques 
et de quantification géométrique, et utilise les représentations du groupe de Lorentz 5*^(2, C). 

Je développe les réseaux de spin pour groupes non-compacts tel le groupe de Lorentz. Ceci s'applique à 
la gravité quantique 3d et je dérive un spectre des longueurs, continu pour distance spatiale et discret pour 
intervalle temporel. En 4d, j'explore la géométrie quantique du modèle, décris le rôle de la causalité et dérive la 
théorie canonique correspondante utilisant des réseaux de spin SL{2, C) dont je discute l'interprétation en tant 
que géométrie 3d. 



mots clés : 

relativité générale, gravité quantique, gravité à boucles, quantification canonique, réseaux de spin, mousses de 
spin 



Loop Gravity and Spin Foam : 

Covariant methods for the non-perturbative quantization of gênerai relativity 



Loop gravity is a canonical quantization of 4d gravity. Quantum states of 3d geometry are the SU{2) spin 

networks and havc a natural interprétation as triangulated manifolds. Spin Foam,s are historiés of spin networks : 
it is a path intégral formulation, allowing to study the dynamics of the theory. The Barrett-Crane model is the 
most promising model. It originates in topological field theory, uses geometrical quantization and is based on 
représentations of the Lorentz group SL(2,C). 

I develop spin networks for non-compact groups such as the Lorentz group. I apply thèse techniques to 
3d quantum gravity and dérive a length spectrum, which turns out to be continuons for spacelike distances 
and discrète for timelike intervais. In 4d, I explore the détails of the quantum geometry of the model, analyse 
the issue of causality and dérive the corresponding canonical theory based on SL{2, C) spin networks whose 
interprétation as 3d geometry I discuss. 



key words : 

gênerai relativity, quantum gravity, loop gravity, canonical quantization, spin networks, spin foams 
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Introduction 



Douter de tout ou tout croire, 

ce sont deux solutions également commodes, 
qui l'une et l'autre nous dispensent de réfléchir. 

Poincaré, la Science et l'Hypothèse 

Quiconque s 'est jamais avisé de spéculer sur ces 4 questions : 

- Qu'y a-t-il au-dessus ? 

- Qu'y a-t-il en-dessous ? 

- Qu 'y avait-il avant le monde ? 

- Qu'y aura-t-il après ? 

Il aurait mieux valu pour lui qu'il ne fut jamais né. 
Talmud de Babylone 

Depuis plusieurs années, nous avons deux théories physiques vérifiées expérimentalement : la mécanique 
quantique et la relativité générale. La mécanique quantique, à travers la théorie quantique des champs, est 
notre unique cadre pour décrire la physique au niveau microscopique, la physique des particules et de leurs 
interactions. Elle nous a forcé à revoir notre conception de la mesure et d'affiner les notions d'observateurs et 
de phénomènes observés, qui sont traités dans la théorie de manières singulièrement différentes. De l'autre côté, 
la relativité générale nous permet de faire de la physique à grande échelle. Elle décrit l'univers dynamique : 
l'espace-temps lui-même n'est plus un cadre fixe dans lequel la matière et l'énergie évoluent, mais un cadre qui 
évolue avec son contenu. Alors, la seule manière de décrire des événements est de manière relative. 

Malheureusement, ces deux théories nous semblent physiquement incomplètes : la relativité générale à 
cause de ses singularités, la théorie quantique à cause de ses problèmes d'interprétations (l'observateur ob- 
servé) et parce qu'elle suppose encore un espace-temps fixe et immuable. De plus, ces deux théories semblent 
mathématiquement incompatibles. Prendre en compte la constante de Planck h et la constante de Newton G 
dans une même théorie relativiste n'est pas facile. Mais nous sommes convaincu qu'il devrait exister une théorie 
physique se réduisant à l'une ou l'autre dans des régimes particuliers et résolvant les problèmes des deux. On 
l'appelle la gravité quantique, une théorie décrivant l'interaction gravitationnelle à toute échelle d'énergie. En- 
fin, à presque toute échelle d'énergie... En effet, l'effet de gravité quantique de base, illustrant le problème d'un 
mariage forcé entre les deux théories, est que dès qu'on regarde quelque chose de trop près essayant d'atteindre 
une résolution inférieure à la longueur de Planck Ip = ^tiGj (? ^ l,6.10~"^^m, l'objet se cache derrière un 
horizon gravitationnel. Cela définit une énergie limite Ep = ^Jho'/G à partir de laquelle les lois physiques que 
nous connaissons ne peuvent plus s'appliquer. 

Il n'y a pas une unique manière de chercher la théorie de la gravité quantique mais plusieurs chemins 
que nous explorons depuis plus d'un demi-siècle. En l'absence de données expérimentales "utiles" (c'est-à-dire 
reconnues comme phénomènes de gravité quantique), notre principal guide est notre sens physique et notre sens 
de l'esthétisme, l'élégance d'une théorie : notre propre conception de la réalité et notre perception du monde 
physique. Ainsi travailler sur le sujet de la gravité quantique nécessite une certaine recherche philosophique 
pour comprendre son propre point de vue sur la structure du monde. Ensuite, cela implique également un 
travail mathématique pour développer et apprendre à utiliser les nouveaux outils mathématiques nécessaires 
pour appréhender les nouveaux concepts physiques. 

Il en découle une multitude de tentatives de théories. La théorie la plus étudiée aujourd'hui est la théorie 
des cordes ou son extension en une possible théorie M, qui explore la possibilité de remplacer nos particules 
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INTRODUCTION 



ponctuelles par des objets étendus. Elle emprunte un chemin détourné et ambitieux tentant d'unifier toute notre 
vision de la physique en une seule théorie globale décrivant toutes les interactions. 

Néanmoins, le plus simple pour commencer est d'essayer d'appliquer directement les principes de quantifi- 
cation que nous connaissons à la relativité générale. Si cela fonctionne alors et permet d'obtenir une théorie 
cohérente mathématiquement, c'est gagné et nous avons une théorie de gravité quantiquc vcrifiable (ou plutôt 
falsifiable) expérimentalement. Sinon, cela nous permet d'explorer notre compréhension de ces théories physique 
et de leur principes sous-jacc;nts. pour essayer de trouver lesquels peuvent survivre au niveau de la théorie uni- 
ficatrice et lesquels nous devons abandonner : cette méthode, conservatrice, permet de tester notre vision du 
monde physique petit à petit. 

La gravité quantiquc à boucles, ou Loop Quantum Gravity, est une telle tentative de quantifier directement 
la relativité général{\ Elle se place dans un contexte canonique oii on regarde une hypersurface -notre espace- 
évoluant dans le temps et créant ainsi notre espace-temps. Elle définit des états quantiques -les réseaux de spin- 
de l'hypersurface, oii la géométrie elle-même est quantifiée et vient par quanta discrets d'aire et de volume. Ils 
s'interprètent comme une hypersurface discrétisce avec un nombre fini de points et l'état quantiquc décrit le; 
réseau de relations entre ces points. Puis ce réseau va évoluer générant le temps. Cette théorie est le point de 
départ de ma thèse. 

Ma motivation est de comprendre la dynamique des états quantiques dans le contexte de la Loop Quantum, 
Gravity, c'est-à-dire la structure de l'espacc-temps créé par ces réseaux de spin évoluant dans le temps. Ainsi 
l'objet central de mon travail est l'étude des mousses de spin, qui sont des histoires de réseaux de spin. Un 
modèle de mousse de spin est l'attribution d'mie amplitude à chaque histoire. D'mi point de vue canonique, 
cela revient à choisir une dynamique particulière. D'un point de vue covariant, cela revient à implémenter une 
intégrale de chemin pour la gravité. Le point élégant est qu'il est possible de définir ces mousses de spin d'une 
manière entièrement algébrique, définissant une géométrie quantiquc à partir d'algèbre et de combinatoire. 

Le modèle de mousse de spin le plus étudié est le modèle de Barrett-Crane. Son côté combinatoire est que 
les histoires considérées sont duales à des décompositions simpliciales d'un espace-temps quadri-dimensionnel. 
Son côté algébrique est que toutes les données métriques et géométriques sont définies par la théorie des 
représentations du groupe de Lorentz 50(3,1). Replacé dans ce contexte, le but de ma thèse est de com- 
prendre les fondations de ce modèle. Tout d'abord comprendre comment il est peut être interprété dans un 
cadre canonique (des états de géométrie d'une hypersurface évoluant dans le temps) car, après tout, notre 
vision (expérimentale) de l'espace physique autour de nous est encore donnée par des tranches à temps con- 
stant évoluant avec nous dans le temps. Puis comprendre s'il fournit un modèle légitime de gravité quantiquc, 
c'est-à-dire à quel point il peut être considéré comme définissant une intégrale de chemin pour la relativité 
générale. 

Dans une première partie, je décrirai la théorie de la gravité quantiquc à boucles, ou Loop Quantum, Gravity, 
qui fournit une quantification non-perturbative de la relativité générale. Cela s'effectue en deux étapes. Tout 
d'abord, il s'agit de procéder à l'analyse canonique de la théorie classique pour comprendre ses symétries et son 
Hamiltonien définissant sa dynamique. Puis, on quantifie la théorie et je décrirai l'espace d'Hilbert des états 
quantiques de la théorie et définirai la base des réseaux de spin. Mon but est de donner une version covariante 
de cette théorie décrivant l'espace-temps quantique. 

Tout d'abord, le formalisme de la Loop Quantum Gravity est fondé sur le groupe de symétrie SO{3) des 
rotations de l'espace tri-dimensionnel, alors que l'on s'attend à ce que le groupe de symétrie locale d'imc théorie 
d'espace-temps soit le groupe de Lorentz, tout comme dans le modèle de Barrett-Crane. Travailler avec le 
groupe de Lorentz qui est non-compact se révèle plus dur que travailler avec la symétrie compacte SO{3). Ainsi, 

dans une seconde partie, je m'intéresserai à comment utiliser un groupe de symétrie non-compact et écrire des 
observables (invariantes sous le groupe de symétrie), tel que les réseaux de spin, dans ce cadre. 

Puis, dans une troisième partie, je développerai un formalisme canonique invariant sous le groupe de Lorentz 
SO{3, 1) et non plus seulement sous le groupe 5*0(3). Cela dans le but d'obtenir une théorie canonique fondée 
sur le groupe 50(3, 1) pouvant fournir un cadre canonique au modèle de mousse de spin de Barrett-Crane (qui 
est invariant sous le groupe de Lorentz). Dans un premier temps, j'étudierai la quantification à boucles de la 
théorie de la gravité en 2 -h 1 dimensions, invariante sous 50(2, 1). Il apparaît alors une géométrie quantique 
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où l'espace reste continu mais où le temps est quantifié. Après ce "toy-model" , je décrirai une quantification 
canonique de la relativité générale invariante sous le groupe de Lorentz. Dans ce cadre covariant, on pourra 
formuler la Loop Quantum Gravity d'une manière invariante sous 50(3,1), mais également développer une 
théorie quantique qui a les mêmes états quantiques cinématiques que le modèle de Barrett-Crane, ce qui crée 
un pont entre formalisme canonique et formalisme covariant en mousse de spin. 

Dans une quatrième et dernière partie, j'étudierai les modèles de mousse de spin eux-mêmes. Dans un 
premier temps, je décrirai les modèles en basse dimension (deux et trois dimensions). Ce qui permet d'une 
part de comprendre le contexte et la logique de ces modèles, ce que nous pouvons attendre d'eux, d'autre 
part de se familiariser avec la géométrie de l'espace-temps définie par les mousses de spin. Dans ce cadre, je 
m'efforcerai de décrire les structures non-perturbatives de la théorie. Dans un second temps, je m'attaquerai au 
modèle de Barrctt-Crane lui-même. Je montrerai comment l'obtenir en tant que discrétisation et quantification 
(géométrique) de la relativité générale et comment le reformuler en tant qu'intégrale de chemin de la gravité. 
Ceci dans le but de convaincre qu'il constitue un modèle légitime de gravité quantique. 
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Première partie 

La Loop Gravity en bref : Quantifier la 
Gravité non-perturbativement 
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La gravité quantique à boucles, ou Loop Quantum Gravity , est une quantification canonique de la relativité 
générale. C'est une quantification directe, par opposition à des approches telles que la théorie des cordes qui 
modifient la théorie de base ou encore d'autres approches à la gravité quantique qui construisent une gravité 
quantique plus ou moins indépendemment de la relativité générale classique puis espèrent la retrouver dans une 
limite semi-classique. C'est également une quantification non-perturbative, par opposition aux développements 
perturbatifs des intégrales de chemin à la Feynman. Le lecteur peut trouver un court historique de la recherche 
de la gravité quantique par Carlo Rovelli dans ^ E] et également une description par Lee Smolin des approches 
poursuivies aujourd'hui dans [3]. 

La Loop Gravity s'inscrit dans la continuité du programme ADM (d'après Arnowit, Deser et Misner), qui 
tentait de quantifier canoniquement la relativité générale se fondant sur la variable métrique. Le formalisme 
canonique repose sur une décomposition 3 + 1 de l'espace-temps distinguant l'espace -une hypersurface de genre 
espace- et le temps : il s'agit de décrire l'évolution dans le temps de l'hypersurface canonique et de sa géométrie. 
Le programme, initié par Dirac et Bergman, avait pour but de construire une théorie quantique avec un espace 
d'Hilbert portant une réprésentation d'opérateurs correspondant à la métrique. Les équations de la théorie 
furent écrites par DeWitt et Wheeler. Malheureusement la théorie était mal définie. Ces problèmes de définition 
ne furent résolus que dans le cadre de la Loop Gravity par l'utilisation de variables alternatives à la métrique : la 
géométrie est alors décrit par les variables dites d'Ashtekar, une connexion et une triade. Dans ces variables, la 
théorie prend la forme d'une théorie de jauge, similaire aux théories de Yang-Mills, et la quantification canonique 
est bien définie. Aujourd'hui, le travail semble presque achevé du point de vue mathématique, bien qu'il reste 
encore beaucoup de travail pour en extraire le sens physique et des prédictions physiques réalistes précises. 

Les résultats majeurs de la théorie sont la dérivation d'un spectre discret des opérateurs géométriques, 
comme l'aire et le volume j^, et une explication de l'entropie des trous noirs Les états de géométrie 

de l'hypersurface canonique sont les réseaux de spins, ou communément appellés spin networks. Ces états 
forment un espace d'Hilbert bien définis et les opérateurs d'aire et de volume permettent de leur donner une 
interprétation géométrique d'une variété discrète (en morceaux), que l'on peut décrire comme une géométrie 
polymérique 0. Ce sont des graphes (ensemble de points liés par les liens), dessinés sur l'hypersurface canonique, 
et habillés par des "spins" vivant sur les liens. Ces spins sont des nombres demi-entiers correspondant chacun 
à une réprésentation du groupe SU (2) des rotations en 3d. Ils contiennent l'information métrique et définissent 
l'aire d'une surface intersectant un lien donné. C'est ainsi que la géométrie semble être définie à l'échelle de 
Planck. 

Le lecteur pourra trouver des revues et cours sur la Loop Gravity , plus ou moins mathématiquement 
détaillées dans [U El ^2 El • En particulier, donne une présentation complète de la Loop Gravity sans 
s'encombrer de trop de détails mathématiques. La Loop Quantum Gravity donne souvent l'impression d'une 
théorie unique et bien définie. Néanmoins, comme dans toute théorie de champs, on est face à des problèmes 
de régularisation. Mais plus important, il existe deux formulations distinctes, une réelle et une complexe, que 
je vais expliquer dans cette partie, et qui ont chacunes leur force et leurs petits problèmes. Et je concluerai par 
résumer les questions posées par la Loop Quantum Gravity , dont la principale est la dynamique de la théorie, 
et les nouvelles approches qui tentent d'y répondre dont j'ai exploré les détails pendant ma thèse. Ces nouvelles 
approches tendent à définir une Loop Gravity covariante, dont les spectres des opérateurs géométriques, c'est- 
à-dire le résultat majeur de la théorie, seront modifiés. Ainsi, au niveau cinématique, on obtiendra un spectre 
des aires (spatiales) continu au lieu du spectre discret de la Loop Quantum Gravity . De plus, un opérateur 
volume n'aura plus vraiment de sens et, à la place, les états quantiques de géométrie 3d seront définis à travers 
la normale à l'hypersurface (c'est-à-dire le plongement de l'espace dans l'espace-temps). 

Dans cette partie, je passe en revue le formalisme existant de la Loop Quantum Gravity . Je commencerais 
par décrire l'action exacte que nous nous proposons de quantifier. Puis j'expliquerai le formalisme réel de la 
Loop Quantum Gravity , dit de Barbero, en décrivant l'algèbre des contraintes à travers l'analyse de la structure 
canonique de l'action. Cette algèbre est au coeur de la théorie puisque la relativité générale est une théorie 
complètement contrainte et entièrement définie par les contraintes. La quantification nous mènera naturellement 
à l'introduction des réseaux de spins et à la construction de l'opérateur aire. Je montrerai que le spectre de 
cet opérateur est discret et dépend d'un paramètre, dit d'Immirzi, qui semble être une nouvelle constante qu'il 
s'agira a priori de déterminer expérimentalement (car il ne semble pas être nécessaire de le contraindre pour 
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assurer la cohérence de la théorie) . 

Je passerai alors à la théorie complexe, son algèbre des contraintes (qui sera la même que celle de la théorie 
réelle) et à ses particularités, comme une contrainte Haniiltonienne simplifiée et aux conditions de réalité à 
imposer pour retrouver une métrique/géométrie réelle à partir des variables complexes. Dans ce formalisme, le 
paramètre^ d'Immirzi n'intervient pas mais la quantification se retrouve compliquée par ces conditions de réalité. 

Tout ce formalisme étant fondé sur la description d'une hypersurface (canonique), je terminerai sur des 
questions liés au temps, à la dynamique et à l'espace-tcmps, une autre curiosité étant le paramètre dit d'Immirzi 
dont la pertinence et la signification physique nous échappent encore. Ces interrogations justifient la recherche 
d'un formalisme covariant, un formalisme décrivant directement d'espace-temps, ce qui est le thème de ma thèse. 



Chapitre 1 



L'action de Palatini et sa structure 
canonique 



L'action que nous nous proposons d'analyser et de quantifier est une action de Palatini généralisée. Les 
variables sont une 1— forme, ou connexion, w = ujj/ Jjjdx^ à valeur dans l'algèbre de Lorentz so(3, 1) et un 
champ de tétrades = ejj^dx^, tous deux définis sur notre espace-temps donné par une variété Ai pseudo- 
Riemannienne de dimension 4 et de signature ( — h ++). /, J sont des indices internes, vivant dans l'espace 
de Minkowski tangent à l'espace-temps, et les J/j sont les générateurs de l'algèbre de Lorentz. fj, est un indice 
d'espace-temps. Cette action s'écrit : 

S[uj,e]^l- f e/jKLe^Ae-'Af'^^H- - / A e'' A Fj j (eu) . (Ll) 

^ JM 7 JM 

F{lo) — duj + lû a lo est la courbure de la connexion lu. Les indices /, J sont descendus à l'aide de la métrique 
plate r]ij sur l'espace de Minkowski. 

L'action dite de Palatini consiste seulement en le premier terme de l'action ci-dessus. Ses équations du 
mouvement reproduisent les équations d'Einstein décrivant la relativité générale quand la tétrade est non- 
dégénérée. La métrique (pseudo-Riemannienne) s'exprime alors gafj = e^^e'^rjjj, c'est-à-dire que la tétrade 
diagonalise la métrique. Le second terme est sans effet sur les équations du mouvement, c'est-à-dire qu'il est 
sans importance classiquement. La constante de couplage 7 correspond au paramètre dit d'Immirzi dans le cadre 
de la Loop Quantum Gravity . 

On aimerait quantifier canoniquement cette action. Il s'agit dans un premier temps de procéder à un 
découpage 3 -f 1 de en identifiant une direction temps et une hypersurface dite canonique. Puis le but 
est de décrire l'évolution de cette hypersurface avec le temps. Pour cela, on écrit l'action en mettant en valeur 
les termes avec des dérivées temporelles. Ces termes définissent les variables conjuguées dans la théorie. Les 
termes restants définissent le Hamiltonien de la théorie et il consistera dans notre cas d'une somme de con- 
traintes (avec leur multiplicateur de Lagrange respectif). Choisissant l'hypersurface définie par les coordonnées 
a = 1, 2, 3 et le temps donné par la coordonnée a = 0, il est facile de voir que les termes avec dérivée temporelle 
sont dus à la courbure et que la connexion w^"^ est conjuguée à ttjj = e^'^'^tijKL&b ■ La difficulté rencontrée 
lors de l'analyse canonique et de sa quantification réside dans ce que les variables tt^j ne sont pas indépendantes. 
En effet, elles satisfont des contraintes dites de seconde classe (dans le jargon du programme de DiracT^) : 

Va,5,6™^,V^^=0. (1.2) 

Ce sont ces contraintes qui nous compliquent la tâche. 

Heureusement, il est possible de contourner ce problème en se plaçant dans une jauge particulière nommée 
"jauge temps" (Urne gauge en anglais). C'est ce qui permet d'obtenir une algèbre de contraintes (de première 
classe) relativement simple et dont l'interprétation physique est claire. Cela aboutira au formalisme réel de la 
Loop Quantum Gravity . La question est alors : a-t-on brisé irréversiblement une symétrie lors de la quantifica- 
tion? D'un autre côté, le formalisme complexe permet d'éviter les complications du formalisme réel. L'algèbre 
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CHAPITRE 1. L'ACTION DE PALATINI ET SA STRUCTURE CANONIQUE 



des contraintes reste simple et, de plus, l'expression de ces contraintes est même plus simple ! Malheureusement, 
les contraintes de seconde classe ressurgissent plus tard sous la forme de contraintes de réalité à imposer à la 
théorie pour obtenir une métrique réelle. 

Malgré ces difficultés, au final, nous nous retrouvons avec une théorie de champs (relativement) simple, 
invariante sous difféomorphismes, dont les seuls degrés de liberté sont une connexion SU (2) et son champ 
conjugué. L'algèbre des contraintes est de première classe. Les degrés de liberté canoniques sont au nombre de 
deux par point de l'espace et, après linéarisation, on retrouve directement les lois de propagation d'un champ 
de masse nulle et de spin 2, ce qui correspond bien à la relativité générale. 



1.1 Le formalisme réel de Barbero 

Avant de procéder à l'analyse canonique, on commence par la décomposition 3 + 1 de l'espace-temps. Il s'agit 
de distinguer la direction temporelle des trois dimensions usuelles d'espace : on se donne une fonction temps 
t (à valeur dans R) sur notre espace-temps de topologie E x R. Les hypersurfaces que nous allons considérer 
comme l'espace seront les hypersurfaces à t constant. Dans ce cadre, nous pouvons décomposer la tétrade : 

eoi^Nni + N'^eai, (1.3) 

où nj est le vecteur normalisé gradient de la fonction t et par conséquent orthogonal aux hypersurfaces à temps 
constant. Plus précisément, nous avons n^Cai = et n^ni = —1. N et N"" sont dénommés respectivement le 
lapse et le shift. 

Pour procéder à l'analyse canonique, nous suivons l'approche de Holst ^3]. Tout d'abord, nous nous plaçons 
dans une jauge particulière appelée usuellement Urne gauge et nous choisissons : 

n/ = (1,0,0,0). (1.4) 

Cela revient à annuler les composantes temporelles (internes) Cao = : les vecteurs e^i {i — 1, 2, 3) forment une 
base de l'espace tangent à une hypersurface (à temps constant) donnée et la tétrade se réduit d'une manière 
effective à une triade. Cette fixation de jauge n'impose bien sûr aucune restriction sur la métrique spatiale. 

Il est alors possible de procéder à l'analyse canonique de l'action de Palatini générahsée (jl.l|l . Dans ce cadre, 
nous introduisons la triade : 

et des nouvelles variables de connexion : 

^Acfc = Wc/co + TT-efcijW*-'. (1.6) 

Avec ces nouvelles notations, les variables ujI'^ et '^A sont des multiplicateurs de Lagrange imposant des con- 
traintes (pour une expression explicite, voir (14j). Ces contraintes impliquent que 

Aai = Aai I^ai- (1-'^) 

7 

r est une fonction de la triade c'est la connexion de Levi-Civita (spatiale) 

r„ = -\e^Jkei^ ae''\ (1.8) 

et vérifie T>a{Y')E\ — (où la dérivée covariante V est donnée par F). La relation (|1.7() peut être traitée comme 
une contrainte de seconde classe et permet de se débarrasser de la variable A. Finalement, introduisant la 
connexion Aai = 1~ Aai, l'action se ré-écrit : 

S= f --Àa^E''' + A.VaE'^' + N^E'^FaU + NC, (1.9) 

J 7 



1.1. LE FORMALISME REEL DE BARBERO 
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où F est la courbure de la connexion A et le terme C est spécifié plus bas dans l'équation H1.12|l . Les variables 
conjuguées sont alors Aai et £''" et leur crochet de Poisson est : 

{Aa^ixlE^^iy)} = ^ô'Jiô^^Hx.y). (1.10) 

La connexion peut être exprimée en tant que 

Aa^=ra^iE)+JKa^ (LU) 

OÙ Kai — ef VaCao Gst la courbure extrinsèque. C'est la connexion dAshtekar-Barbero. 

La théorie est un système entièrement contraint. En tout, elle est constituée de 7 contraintes (de première 
classe) : 

G, = VaE-^ = daEf + e,,kAiE'''' 

Va = E^'^FaM (1.12) 

G = e'^^E^lE](Fabk{A)-{l + ^)Rabk{T)) 

où R est la courbure de la connexion T{E). Ces contraintes sont imposées par les multiplicateurs de Lagrange 
iV,7V° et 

7 V7 2 

Gi génère des transformations de jauge SU{2) agissant sur la triade et la connexion. Par similitude avec la 
théorie de l'électromagnétisme, on l'appelle Loi de Gauss. Va est une contrainte vectorielle qui génère les 
difféomorphismes spatiaux (difféomorphismes de S). G est une contrainte scalaire, la contrainte Hamiltoni- 
enne, qui dicte/contraint l'évolution de la géométrie de notre hypersurface canonique. L'expression de cette 
dernière contrainte est assez compliquée à cause du terme R{J^), qui est non-polynomial en les variables E et A. 
Néanmoins, on peut remarquer qu'il disparaît pour le choix 7 = ±î ; mais nous nous occupons du formalisme 
réel 7 S M dans la présente section, le cas 7 = ±z sera présenté dans la section suivante et la structure de la 
théorie sera "beaucoup" plus simple. 

Plus précisément, le Hamiltonien de la théorie s'écrit 

H ^ -J^d^xH = -J^ d^x (A'G, + N'^Va + NC) 

= - /j. rf^a; ((A, - iVM^)G, + Ar°A, + iVG) (1.13) 

= -iG[A-N^Aa] + '^[N] + G[N]) 

OÙ Aq = Va + Al^Gi. Alors l'algèbre des contraintes se lit : 



(1.14) 



avec K''{Ni,N2) = E^''E\{NidbN2 - N2dbNi), [Ai, A2]* = <^jk^iA\ et [Ni,N2Y = N^dbN^ - N^dbNI. Main- 
tenant, la transformation générée par 

Jç= /d3^Ç"H-rAa (1.15) 

est un 4-difïéomorphisme infinitésimal paramétré par le champs de vecteur |15| . En particulier, quand = 0, 
Jç génère une reparamctrisation du temps t — > t — et quand = 0, Jç induit un difféomorphisme spatial 
par Ç. Nous remarquons que nous avons besoin d'un mélange des transformations de jauge Gi et des contraintes 
Va, G pour générer les difféomorphismes. 

Si on compte le nombre de variables en chaque point de l'espace, nous avons 9 paires de variables conjuguées 
soumises à 7 contraintes (de première classe), d'où les 2 degrés de liberté de la gravité (sans matière). De plus, on 



{G Al , Gaj} 


— -G[Ai,A2] 


{Ga,A^} 


— Gr - A 


{V,A^J 




{Ga, Gn} 


= 






{Gni,Gn2} 


= Aj^-GK- 
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peut démontrer que si nous nous plaçons dans le secteur invariant de jauge SU (2), c'est-à-dire si nous résolvons 
la contrainte Gi ~ 0, alors l'espace de phase se réduit à celui de l'approche ADM (approche canonique métrique) 

mïï^ 

Après tout ce travail, nous pouvons nous demander oià sont passées les contraintes de seconde classe H1.2II 
et si la fixation de jauge utilisée est bien légitime. Une réponse est fournie par Barros e Sa dans |16| . 

Tout d'abord, on peut considérer que les contraintes de seconde classe se traduisent par la contrainte p.7|l 
reliant ~^A et ~A ^. Ensuite, l'analyse de Barros repose sur la résolution explicite des contraintes de seconde 
classe H1.2|) : 

^aOi E^^ 

^aij _ J^a[i^j] (1-16) 

où 



définit la direction temps (dans l'espace de Minkowski interne) en tant que (1, %*). La time gauge se traduit alors 
simplement par = 0. Dans ce cadre, l'action définit deux couples de variables conjuguées : une connexion 
avec la triade, et le champ x avec un autre champ ^ (en conservant les notations de jlfijV Ces variables sont 
soumis à 10 contraintes de première classe. On retrouve les 7 contraintes Gi, Va, G, dont l'expression en fonction 
de A,E,x,C est substantiellement plus compliquée que dans l'analyse de Holst. Plus, 3 nouvelles contraintes 
^(boost) génèrent grosso modo les boosts dans l'espace tangent/interne. Elles permettent de tourner le vecteur 
(1,X') jusqu'à (1,0,0,0) et d'atteindre la fixation de jauge = 0. Dans cette jauge, on oublie ces nouvelles 
contraintes, on est réduit au couple de variables {A,E) et on peut vérifier que l'expression des contraintes Gi, 
Va, G se réduit bien en fin de compte à l|1.12|l . Pour les détails des calculs, le lecteur peut se référer à [Tïï| . 

Finalement, la question de la légitimité de la fixation de jauge devient "la symétrie de Lorentz classique 
est-elle brisée lors de la quantification de la théorie canonique décrie à l'aide de cette fixation de jauge?" Je 
m'efforcerai de répondre à cette question dans la partie III en procédant à une analyse canonique covariante et 
à sa quantification invariante de Lorentz décrite dans fl7] . 



1.2 Le formalisme complexe d'Ashtekar 

Le formalisme complexe self-dual d'Ashtekar correspond à un choix 7 = ±z. Ce choix particulier permet de 
simplifier (considérablement) la théorie. La structure canonique de la théorie est alors très semblable à celle de la 
théorie Euclidienne, c'est-à-dire que nous retrouvons les 7 contraintes Gi, Va, G avec une expression simple pour 
G qui ne contient pas le terme non-polynomial R{T). La différence principale est que le crochet de Poisson l|1.10(l 
se retrouve avec un facteur i. Le lecteur peut trouver une introduction simple du formalisme et des contraintes 
dans |12| et une présentation relativement complète dans '18', dont nous suivrons le raisonnement. 

L'action de départ s'écrit 

S[u;, e] = 1^ ejjKLc' A A (^^^^^(c^) " '-ef^^F^'^ (u;)^ . (1.17) 
Pour simplifier les notations, nous introduisons l'opérateur de Hodge (sur l'espace de Minkowski interne) : 

*J — 2 

où les indices sont descendus à l'aide de la métrique plate. Cet opérateur vérifie -k^ = —1. Il permet de décomposer 
des tenseurs de rang 2 en partie self-duale et anti-self-duale : 

^ Cette intuition est due à la ressemblance que cette relation a avec les conditions de réalité du formalisme self-dual et des 
relations issues des contraintes de seconde classe dans le cadre covariant qui sera présenté en partie III. 



1.2. LE FORMALISME COMPLEXE DASHTEKAR 
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avec (— i*)+r = +T et (— i*) T = — T. +T et T sont respectivement la partie self-dual et anti-self-dual du 
tenseur T. Nous introduisons alors la connexion self-duale 

^< - - ^-p" - r" - (1-18) 

Elle vérifie [—i-k)'^A^^ — ^A^^. Il est intéressant de remarquer que la courbure de cette connexion est la partie 
self-dual de la courbure de w : 

Fl:XA) = \{\- i^)Fli{u) = \Fli{u^) - -/ji^F^J^iu). (1.19) 

L'action (|1.17|) peut alors se ré-écrire 

S{e, ^) = IJ ^iJKLe' Ae' A F^" A{lo)) ^ ^ J A FijCA{lo)) (1.20) 

et peut être considérée comme une action S^e^'^A) de la tétrade et d'une connexion "^A complexe et self-duale. 
En développant tous les indices, on trouve : 



SieM) = d''xe-''%ea^ebjF:iCA) + eue^jFi^ CA)). (1.21) 

Nous pouvons alors procéder à l'analyse canonique. Nous commençons par efl'cctuer le découpage 3 -|- 1 et la 
fixation de jauge n'^ = Bq comme précédemment. Nous introduisons une connexion spatiale et une triade (de 
densité +1)"^ : 



Al = 2z^A^^e^^A^ 

Ef = ^£-"=£,,,6^,6,^ 

Alors l'action de la relativité générale se lit : 



(1.22) 



5- = j dt j d^x {-Œ^^A'^; - Aie - N'^Va - iNE-^)C) (1.23) 

oil E est le déterminant de la triade e^. Le crochet de Poisson est alors 

{A:,{x),E^{y)}^^ô'J)6^'\x,y), (1.24) 
et les contraintes imposées par les multiplicateurs de Lagrange Al , N"- , N sont : 

G, = tW,Ef^tid,Ef + ef^AiEf) 

Va = ^E1Fi^{A) (1.25) 
C ^ -^e^^EfE^F^,{A) 

Le système est bien de première classe, les Gi génèrent les transformations de jauge SU{2) ; Va et C les 
difféomorphismes de l'espace-temps ^A. On remarque que la structure de la théorie est identique (à des détails 
près) au formalisme réel. Néanmoins l'expression de la contrainte Hamiltonienne est polynomial en A et E, ce 
qui la rend plus simple à gérer. A part cette différence, toute la structure de l'algèbre des contraintes est la 
même que dans le formalisme réel présenté dans la section précédente. 

Le prix à payer est que nous avons des "contraintes" supplémentaires à prendre en compte. En effet, nous 
voulons que la métrique spatiale (de S) reste réelle. Puisque g"'' — EfE^"^ ^, cela revient à supposer que la triade 
reste réelle : 

lm£;f = 0. (1.26) 



^C'est l'inverse de la triade ej, au déterminant E de ej, près. 
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De plus, pour que cette condition soit vérifiée lors de l'évolution dans le temps, il faut également imposer que 
{-Ef iï} soit réel. Après calcul ( 18 , page 13), cela se traduit par 

Ree'^''E'i''V4EfE^] = 0. (1.27) 

Ceci avec la constrainte de Gauss Gi implique que 

ReAl^y.Vi^ie), (1.28) 

011 r(e) est la connexion de spin induite par la tétrade e comme dans la section précédente. Ceci correspond 
également à ce que la connexion A s'exprime en fonction de T{E) et de la courbure extrinsèque K : 

Aa^^ra^iE)+^Ka^. (1.29) 

Ces conditions de réalité ne compliquent pas la théorie classique. Elles interviendront par contre dans la théorie 
quantique pour contraindre le produit scalaire de la théorie comme nous le verrons dans le prochain chapitre. 

De plus, nous pouvons remarquer que ces contraintes de réalité correspondent aux contraintes de seconde 
classe. En effet, dans un formalisme canonique sans time gauge ^lEli la contrainte (|1.27|) s'obtient par le 
crochet de Poisson de la contrainte Hamiltonienne avec les contraintes H1.2|l de seconde classe tt. ★ tt = 0. De 
plus, dans ce même contexte, on en dérive également une contrainte sur la connexion (de Lorentz) similaire à 

ifT^ [ni. 



1.3 Le paramètre d'Immirzi 7 

La présentation que j'ai faite du formalisme de la Loop Gravity n'est pas la dérivation originelle de la théorie. 
Chronologiquement, le formalisme self-dual a été dérivé en premier par Ashtekar. Puis, le formalisme réel a été 
écrit par Barbero (d'oii le nom de connexion d'Ashtekar-Barbero) à travers une transformation canonique. En 
effet, les variables de la Loop Gravity self-dual sont la connexion A self-duale et la triade réelle. En utilisant 
la relation A^°-^'^'> — T{E) + iK, il est possible d'effectuer une transformation canonique de {E, A^°-'^'^'>) vers 
les variables {E,K). Le générateur de cette transformation est i jTl^E!j^. Puis, en utilisant une transformation 
générée par jT^Ef cette fois, il est possible d'obtenir les variables (£;, A^'"^'') = F + jK) 20 . Cette astuce 
permet d'obtenir une théorie réelle, donc sans contraintes de réalité compliquant la quantification de la théorie, 
au prix de compliquer le Hamiltonien (la contrainte Hamiltonienne plus précisément). 

Puis Holst proposa sa dérivation de la théorie réelle à partir de l'action de Palatini généralisée Ce n'est 

que plus tard qu'Immirzi argumenta que ce paramètre, inoffensif dans la théorie classique, devient déterminant 
dans la théorie quantique : il modifie le spectre des opérateurs géométriques et induit l'existence d'une famille de 
quantification inéquivalente [2]. Il faudrait alors le fixer d'une manière ou d'une autre. Depuis, on s'interroge 
constamment sur l'origine théorique |22| et surtout son rôle physique. Peut-être qu'il n'existe qu'une seule 
théorie cohérente. Mais cela ne semble pas vraisemblable et il a été proposé que le paramètre d'Immirzi 7 soit 
fixé en fonction de la relation entre l'aire et l'entropie d'un trou noir (voir par exemple [231 124j ). 

D'un autre côté, il peut être jugé qu'un tel paramètre n'a pas de sens physique. Dans ce cas, la critique 
est dirigée contre le formalisme réel, élevant des doutes quant à l'interprétation des variables triade/connexion 
comme des variables d'espace-temps |25j et à la covariance de la théorie (plus précisément l'implémentation de 
l'invariance par le groupe Lorentz et des difféomorphismes d'espace-temps, par constraste avec les difféomorphismes 
d'espace dont l'action est bien définie en Loop Quantum Gravity ) ^\^^^\. Dans ce cadre, il a été prouvé que 
l'intégrale de chemin ne devrait pas dépendre de 7 JHI et qu'il est possible de construire une théorie totalement 
covariante |17II26| 011 le paramètre d'Immirzi n'intervient pas dans le spectre des opérateurs géométriques. Cette 
formulation covariante sera explicitée dans la partie III. 



3En fait, = E9-E''* est une densité +2, et c'est la métrique g à un facteur près. En particulier det[q"-^] = if" . 



Chapitre 2 

Quantifier avec des Boucles 



L'analyse canonique de l'action de Palatini (avec la fixation de jauge telle que la direction temps soit normale 
à l'hypersurface canonique) nous fournit un formalisme de géométrodynamique, fondé non sur la métrique mais 
sur une connexion SU (2) (et sa triade conjuguée). Ce formalisme est très similaire à une théorie de jauge de type 
de Yang-Mills et peut être vu (du point de vue mathématique) comme une généralisation de la théorie quantique 
du champs électromagnétique (QED) échangeant le groupe de jauge U{1) contre le groupe non-abélien SU{2) : 
la connexion A est l'analogue du potentiel électromagnétique et la triade E est l'analogue du champ électrique. 

Après avoir procédé à l'analyse de la structure canonique, il s'agit maintenant de trouver des observables 
de la théorie, puis d'en construire une représentation sur laquelle pourront agir des opérateurs correspondant 
aux variables classiques connexion et triade. Une observable est une quantité qui commute avec toiitcs les 
contraintes, ici Gi, Va et H. Nous allons procéder par étape et commencer par l'invariance de jauge Gj avant de 
nous préoccuper de l'invariance sous diflFéomorphismes (spatiaux) et d'implémenter la contrainte Hamiltonienne. 

Une observable naturelle dans les théories de jauge est la boucle de Wilson. Elle consiste en la trace de 
l'holonomie de la connexion (de jauge) autour d'une boucle ; soit dans notre cas, en notant e une boucle sur 
notre hypersurface S : 

We{A) = TvUe{A) = Tre^e^ = Tre^o 'itAi{e{t))né-{t) ^ ^2.1) 

0X1 t G [0, 1] e{t) est une paramétrisation de la boucle e et Tj sont les générateurs de SU{2) (les matrices 
de Pauli). Une transformation de jauge SU (2) est définie par une fonction g : .x G S ^ g{x) G SU {2). Son 
action sur la connexion est ^A — g^^Ag + g^^dg et l'holonomie le long d'une courbe 7 se transforme en 
^U^{A) = g{'y{0))~^U-y{A)g{j{l)). Par conséquent, notant xq = e(0) — e(l) le point de départ de la boucle, Ug 
se transforme en g{xQ)^^Ueg(xQ) et sa trace est invariante sous l'action du groupe de jauge. Il est possible de 
généraliser la boucle de Wilson à un graphe quelconque (au lieu d'une boucle). Cela nous fournit des fonctions 
cylindriques en la connexion A, qui ne dépendent de la connexion qu'à travers un nombre fini de variables. Plus 
précisément, soit un graphe oriente et fermé F avec E liens et V vertex. Nous construisons les E holonomies de 
la connexion A le long des liens de F puis nous considérons des fonctions sur SU {2)^ : 

VT(A),4> = 't^{Ue,.---,Ue^)&<C. (2.2) 

L'action d'une transformation de jauge agit sur chaque holonomie Ue par une rotation à la source s(e) du lien 
e et à sa cible c(e) : 

f^e^5;(e)f^e5c(e), (2-3) 

donc agit sur la fonctionnelle ^PT^ip au niveau des vertex du graphe F à travers V éléments ,91, . . . gv de SU (2). Par 
conséquent, demander que </5r,0 soit invariante sous transformation de jauge revient à imposer que la fonction 
définie sur SU {2)^ soit invariante sous l'action de SU{2)^ : 

V5„ e SU{2), 4>{Ue„ . . . ,Ue^) = (^{g-^^^^Ue,gc(e,), ■ ■ ■ ,9~(,^)Ue^gc(eE)). (2.4) 

Les fonctions cylindriques que nous avons construites sont invariantes sous l'action de SU (2) i.e sous l'action 
de la loi de Gauss Gi. Par contre, elles ne sont pas invariantes sous l'action de Va et de G. Puisque Va induit 



25 



26 



CHAPITRE 2. QUANTIFIER AVEC DES BOUCLES 



Uo 



9A 



U. 



Ui\ 



Ui/ 



Ua 



u. 



FiG. 2.1 - Support du graphe d'une fonction cylindrique dépendant des holonomies le long des liens 1,2, .. et 
invariantes de jauge aux vertex A, B, ... 

les difféomorphismes sur E, il est intuitif que son action sur une fonctionnelle ^pt,4i à support sur un graphe F 
va être de déplacer le graphe F. Par contre, l'action de H va être plus subtile à implémenter. 

11 est également possible de construire des "observables" ^invariantes sous SU (2) à partir de la triade. La 
triade se transforme de manière homogène sous le groupe de jauge E{x) — > g{x)^^ E{x)g{x). Se choisissant une 
surface 5 C S et une fonction / : 5 — > su(2), on peut définir un flux de la densité Ef à travers la surface 
orientée iS par 

où x^, x^, x^ est un système de coordonnées sur S. Le champs E étant conjugué à la connexion, ces flux E{S, /) 
agiront comme des dérivations sur les fonctionnelles (pr{A) de la connexion. L'algèbre formée par les E{S, /) et 
les ifr peut être considérée comme l'algèbre fondamentale en Loop Gravity (voir par exemple |28)'). 

Néanmoins, je ne regarderai pas en détails cette algèbre-là et je concentrerai mon attention sur d'autres 
"observables" fonctions de la triade, qui permettent de construire l'opérateur d'aire d'une surface. Choisissons 
une surface S de coordonnées tr^ et cr^ et commençons par construire la quantité 

E,{S) = / da^da^^.^^^^^Etixiâ)). (2.6) 

Alors la quantité Ei[S)Ei{S) est invariante sous SU (2). Justement, cela permet de construire l'aire d'une 
surface S en prenant la limite d'une fine partition de S en petites surface sj^^ |^ : 

AiS) = hm J2 \fË^Î4^^)ËdS^). (2.7) 

fc 

En effet, par définition de l'intégrale de Riemann, le terme de droite se lit 

/■ , 1 , 2 I dx^(â) dx^ià) ^ , dx'^(â) dxHâ) , 

y^da^day....^^i.f(x(a))e..,^^i./(x(a)). 

En choisissant a;^ = sur la surface S et donc cr^ = x^ , = x'^ , cela se réduit à 

[ da^da^yŒ^Û^!)W{x) ^ [ da^dcr^y^det{g)g^3 = [ dcr^ da^ det^ {g) , 
Js Js Js 

^Le mot "observables" est ici un abus de language puisque les fonctionnelles considérées ne sont pas invariantes sous toutes les 
contraintes : ce ne sont que des observables partielles. 
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où nous avons utilisé le fait que Ef est la densité inverse de la triade (comme vu dans le chapitre précédent) 
et par conséquent EfE^ = det{g)g°'^ avec g"'^ l'inverse de la métrique. 

Maintenant, je vais procéder à la quantification canonique de l'action de Palatini formulée dans les variables 
de connexion SU (2) et de triade. La Loop Quantum Gravity est fondée sur le choix des fonctions cylindriques 
de la connexion A comme fonctions d'onde. L'espace des fonctions cylindriques est alors l'espace de Hilbert 
des états quantiques de la géométrie de l'hypersurface canonique. Je montrerai comment construire la base des 
réseaux de spin de cet espace L^, puis j'expliquerai comment implémenter un opérateur d'aire, diagonal sur 
les réseaux de spins, et un opérateur de volume. Cela définira la Loop Quantum Gravity , une quantification 
non-perturbative de la relativité générale censée nous décrire l'espace-temps à l'échelle de Planck. 



2.1 Des réseaux de spins 

Dans cette section, je vais cxpliqiicr comment les fonctions cylindriques nous fournissent un espace d'Hilbcrt 
pour la théorie quantique, qui sera l'espace des états quantiques de notre hypersurface canonique. Je com- 
mencerai par regarder l'espace des fonctions cylindriques à support sur un graphe F donné. Je définirai l'espace 
d'Hilbert des fonctions et je présenterai sa base donnée par les réseaux de spins. Puis, dans ime seconde 
étape, je sommerai sur tous les graphes et considérerai l'ensemble de toutes les fonctions cylindriques. Cet es- 
pace pourra être vu comme l'espace des fonctions sur un espace de connexions généralisées à l'aide de la 
mesure d'Ashtckar-Lcwandowski. Cet espace aura comme base l'ensemble de tous les réseaux de spins (à s\ip- 
port sur n'importe quel graphe). Il fournit une représentation (des fonctionnelles cylindriques) de la connexion 
A (l'opérateur multiplication) et des quantités géométriques fonction de la triade (comme les flux, l'aire et le 
volume) en tant qu'opérateurs hermitiens. 

2.1.1 La Base des Réseaux de Spin 

Plaçons nous donc sur un graphe fixé F plongé dans S et considérons l'ensemble des fonctions cylindriques à 
support sur F. Nous aimerions construire un espace d'Hilbert à partir de ces fonctionnelles, plus précisément un 
espace L^. Pour cela, il nous faut choisir une mesure. Une mesure naturelle est la mesure de Haar dfir = Hé '^9^^ 
sur SU{2)^ . Ainsi la mesure d'une fonctionnelle 'Pr,<j> = 4'{Uei, ■ ■ ■ , U^e) sera : 

E 

^riVT,<t,) = '[[dgi(j){gi,...,gE). (2.8) 

i=l 

Cette mesure ne faisant pas mention explicite du graphe F, clic permettra une implcmcntation simple de 
l'action des difféomorphismes comme nous le verrons plus loin. Egalement, cette mesure sera l'unique mesure 
pour laquelle les opérateurs construits à partir de la triade seront hermitiens. 

Ayant choisi la mesure, on peut donc construire l'espace d'Hilbert Hr = L^{diJ.r) sur laquelle le produit 
scalaire s'écrit : 

{^4>\f^) = {<P\'^) = l[[d9iH9i,---,9E)H9i,---,9E)- (2.9) 

i=l 

A partir de là, il serait intéressant d'exhiber une base de cet espace d'Hilbert pour avoir une idée de sa 
structure. C'est l'espace des fonctions sur SU{2)^ qui sont invariantes sous l'action de SU{2)^ . On pourra 
donc commencer par regarder l'espace L'^{SU{2)^), puis imposer l'invariance sous SU(2)^. Cette approche est 
valide car SU{2) est compact : si le groupe de jauge était de volume infini (comme le groupe de Lorentz), alors 
l'espace L'^{G^) ne contiendrait aucune fonction invariante sous l'action de G^ . 

L'^{SU{2)^) s'obtient en utilisant la formule de décomposition de Peter- Weyl. C'est une sorte de transformée 
de Fourier qui exprime une fonction / e L^(SU(2)) comme une somme sur les représentations de SU(2) : 



Vff e SU(2), f{g) = ^ finnD'in{9), 



(2.10) 
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FiG. 2.2 ~ Décomposition d'un entrelaceur 4-valent en vertex trivalents : on "déplie" le vertex 4-valent en un 
lien "virtuel". 



011 j G N/2 labelle les représentations irréductibles (de dimension finie) de SU(2). Appelons l'espace associé 
à la représentation de spin j. m,n labellent une base de (la base usuelle \m)) et varient sur — j, + — 
l,j. D^J^{g) est la matrice représentant l'élément de groupe g dans la représentation de spin j. Les sont 
l'équivalents des composantes de Fourier de la fonction /. 

A l'aide de cette formule, on peut décomposer une fonction f{gi, . . . , gs) G L^(SU(2)^) sur les représentations 
de SU(2). On va associer à chaque lien e du graphe une représentation je et des vecteurs rrie, ne- Ces deux vecteurs 
sont en fait associés aux deux vertex source v = s(e) et cible v = c(e) du lien e. Puis une base de L^(SU(2)^) 
est fournie par les vecteurs : 

/^■'-"-"^^(51,---,5b) =n^fel(5e) =n(j-™e|5ebene). (2.11) 

e e 

Il s'agit maintenant d'identifier le secteur invariant de jauge i.e satisfaisant la relation H2.4|l . Pour cela, on 
veut imposer une invariance sous SU(2) à chaque vertex. Cela est réalisé en choisissant pour chaque vertex v 

un tenseur Hein^''^ ~^ Ileout^"'''' d'une manière équivalente Hein^"'^ ® Ileout^"''' ^ ^ ' invariant sous 
SU(2). Les liens ein sont les liens incidents sur v et les liens eout sont les liens partant de v. De tels objets 
sont appellés entrelaceurs. Si nous avons un vertex trivalent, l'entrelaceur entre 3 représentations de SU(2) 
est unique à une normalisation près : il est donné par les coefficients de Clebsh-Gordan. Une fois donnés des 
entrelaceurs 1^ pour tous les vertex v, on peut construire une fonction invariante de jauge en contractant les 
éléments de matrices D^^^^ge) au niveau des vertex à l'aide des ly : 

/>'^"(ffi,...,<?£;) = ne^^''^'(5e)®nj^^'"'^""' . . .3 12) 

= rieO'e'^elâ'elje^-e) n«Oein'^e|(^)-'='°'^""'|jeoutme) 

Finalement, comme nous voulons une base de l'espace des fonctions invariantes, il ne reste plus qu'à choisir 
une base d'entrelaceurs pour chaque vertex. Pour trouver une base d'entrelaceurs pour un vertex n- valent, il suffit 
de déplier le vertex en un graphe (avec n pattes extérieures) ne contenant que des vertex (virtuels) trivalents : 
les entrelaceurs des vertex trivalents sont donnés par les Clebsh-Gordan et on labelle les liens virtuels avec des 
spins internes aux vertex (voir fig l2.2l pour l'exemple de l'entrelaceur 4-valent). On obtient alors une base de 
Hr par fonctions labellées par des spins je sur chaque lien et des entrelaceurs à chaque vertex : c'est la base 
des réseaux de spin ou spin networks (voir fig l2.3|l . 



2.1.2 Connexion Généralisée et Mesure d'Ashtekar-Lewandowski 

Il s'agit maintenant de considérer l'ensemble des fonctions cylindriques, c'est-à-dire en quelque sorte de 
sommer sur l'ensemble des graphes F, pour obtenir un espace d'Hilbert représentant tous les états quantiques 
de l'hypersurface (canonique). Dans ce cadre, l'approche d'Ashtekar et Lewandowski est d'utiliser des techniques 
de limites projectives pour définir un espace de connexion généralisée sur lequel on peut introduire une mesure, 
la mesure dite d'Ashtekar-Lewandowski L'espace en résultant sera une somme, ou limite projective, des 
espaces d'Hilbert Tir- Le lecteur pourra trouver une revue détaillée de ce formalisme dans |10| . 

Tout d'abord on définit l'espace des connexions discrètes invariantes de jauge à support sur le graphe F 
(plongé dans l'hypersurface S) : 

Ar = SU(2)^/SU(2)^ 

= { [(5e, , . . . , ffe J]su(2)V } = {{(K^l^^geMie.) , l ^l...E),k.e SU(2)}} . ^^'^^^ 
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FiG. 2.3 - Réseau de spin labellé par les représentations ji,j2,- sur les liens et par les entrelaceurs 1^ aux 
vertex. 

On introduit un ordre partiel -< sur l'ensemble des graphes : Fi ^ r2 ssi Fi peut être obtenu à partir de F2 en 

enlevant des liens et des vcrtcx bivalents. On peut alors définir des projections prgFi : ~* pour Fi -< F2 
en enlevant les liens et vertex bivalents supplémentaires : 



{ 



enlever le lien e, {gi, . . . ,gi, . . . ,gE) -* {gi, . . . , gt-i, g^+i, . . . , gs) .214) 

vertex bivalent entre ei et 62 (511 52, ■■■,9e) {9igh ■■■,9e) \ ■ ) 



ou e = ±1 dépend de l'orientation relative de ei et 62- Illustrons ces projections par l'exemple de la réduction 
du graphe 6 à une simple boucle : 

J_ 1 

2 





_3_y V 3 

{91,92,93) ^ {h^^gik,h~^g2k,h-^g3k) — > {91, gs) ^ {h~^9ik,h-'^g3k) 
1 1 



(2.15) 




O 

(51,53) ~ (/i ^9ik,h ^g^k) — > Gi = gig^'^ h ^dh 

On définit ensuite la limite projective À comme l'ensemble des familles d'éléments de cohérentes avec les 
projections : 

A = {(ar)rgraphc € Xr^r /Vri,2 , Fi -< r2 ^ praFiOrs = arj • (2-16) 

Dans le cas du groupe compact SU (2), les espaces Ar sont topologiques, compacts et Haussdorf, et les projec- 
tions sont continues, par conséquent A, muni de la topologie de Tychonov (topologic produit) est compact et 
Haussdorf. On construit donc les fonctions continues sur A. On commence par définir les espaces 

C°{Ar) = {/ e J^{Ar, C), / continues} . (2.17) 

Les projections p induisent des injections entre les espaces de fonctions C'^(Ari) et C^{Ar2) dès que Fi ^ F2 : 

ir,r. :C°(^rJ - C°(^rJ (2.18) 
0({5e}e6ri) 4>{{9e}eer2) = 4'{P^2^^{9e}ee^2)■ (2.19) 

On définit alors la relation d'équivalence suivante : 

fr,eC°{Ar,)r^ fr,eC°{Ar,) ^ 3 F3 ^ Fi, F2, zp.rs/r, = ïr.r^/r. ^2 20) 

<^ VF3 ^ Fi,F2, iriFs/ri = «rsra/rs 
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Ceci nous permet de définir l'espace des fonctions cylindriques : 

Cyl{A)^[jC"{Ar)/ (2.21) 
r 

Nous avons divisé par la relation d'équivalence pour enlever les redondances dues à l'existence des injections. 
Sur Cyl{A), on définit la norme 

||[/r]^||= sup |/r(a;r)|. (2.22) 

xreAr 

Alors l'espace complété est une C* algèbre abélienne, à laquelle nous pouvons appliquer le théorème de Gelfand- 
Naimark. Ainsi, c'est l'algèbre des fonctions continues sur un certain espace compact et Haussdorf dénommé 
le spectre de Gelfand de la C* algèbre. Dans POli Ashtekar et Lewandowski ont démontré que son spectre de 
Gelfand est tout simplement A i.e que nous avons l'isomorphisme suivant : 

Cyl(A) « C"(A). (2.23) 

Cyl{A) est notre espace de connexion généralisée. Nous allons construire une mesure sur cet espace. Pour cela, si 
on choisit des mesures sur les espaces des connexions discrètes Ar de telle sorte qu'elles soient compatibles 

avec les injections : 

VTi ^ , inr.dM^^^) = dfi'^^'K (2.24) 

Il est alors possible de définir une mesure dfj, sur A en considérant la limite projective. Dans notre cas, les 
mesures df!^^^ sont les mesure de Haar et elles satisfont trivialement la condition de compatibilité. Leur limite 
projective est la mesure d'Ashtekar-Lewandowski et l'espace d'Hilbert final est donc : 

ncyi = L\À,dil). 



Un manière alternative et élégante de construire cet espace d'Hilbert est d'utiliser la construction GNS 
(d'après Gelfand-Naimark-Segal) (SUES- 

On considère l'algèbre A de toutes les fonctions cylindriques /r (à support sur tous les graphes F) munie de 
la multiplication entre fonctions. On définit la norme sup sur cet espace comme précédemment 

ll/rll =sup|/r|. (2.25) 

Puis, on complète A en une C* algèbre A. Sur A, on définit un état ui -une forme linéaire positive normalisée- 
qui est ici simplement l'intégration : 

a;(/r)=/ d^^^^^ fr ^ f dgi . . .dgEfrigu ■ ■ ■ , 9e). (2.26) 

JAr JSU(2)'^ 

uj induit un produit scalaire dégénéré (/ri|/r2) = ^ifr ÎV2) 6n se souvenant que le produit de deux fonctions 
cylindriques est une fonction cylindrique à support sur un graphe plus grand contenant à la fois Pi et P2. On 
définit l'idéal de Gelfand : 

I={aeÀ\uj{a*a)^Q}. (2.27) 

On obtient alors un vrai produit scalaire Hermitien (défini positif) sur l'espace Tigns ~ A/I. Puis on obtient un 
espace d'Hilbert en complétant cet espace en TLgna- H est facile de se convaincre que la relation d'équivalence ^ 
est la même que celle définie par T et donc que les deux méthodes mènent au même résultat : Tigns = '^cyi- 

Faisons cette construction explicitement. La base des réseaux de spin nous fournit une décomposition de 
Tir avec laquelle il est aisé d'implémenter la relation d'équivalence ~. Si un lien e de F est labellé par la 
représentation triviale j — 0, alors la fonctionnelle réseau de spin correspondante ne dépend en fait pas de 
l'élément de groupe ge vivant sur ce lien : elle sera égale au réseau de spin défini sur F' = F \ {e} avec les 
mêmes labels et entrelaceurs. Par conséquent, nous pouvons décomposer TLy en la somme des espaces d'Hilbert 
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Hp' , r' C r, des réseaux de spin à support sur F' ne contenant aucune représentation triviale j = 0. De 
plus, si nous considérons un graphe arbitraire Fi (qui n'est pas une simple boucle avec un unique vertex) et un 
graphe F2 obtenu en enlevant un vertex bivalent de Fi, les espaces Tipi et 7ir2 sont isomorphes par la restriction 
de l'injection ipari à Tira- Cela veut dire que nous décomposons l'espace Hr en tant que somme directe des 
espaces avec F' c F ne contenant pas de vertex bivalents (plus les boucles simples avec un unique vertex). 
Pour résumer, on définit l'ensemble Q de tous les graphes et l'ensemble G des graphes ne contenant pas le vertex 
bivalent. On a alors : 

^r- (ir'r)T^r'. (2.28) 
r'eç. r'cr 

A l'aide de ceci, on obtient que Tigns = ®reè qui implémente en pratique la somme non-directe +pgg'Hr = 

Nous avons donc construit notre espace d'Hilbert des fonctions d'onde invariantes sous l'action du groupe de 
jauge SU (2). Il reste à implémenter l'action des difféomorphismes spatiaux et de la contrainte Hamiltonienne. 
Reste également à fournir un sens physique, une interprétation géométrique aux états construits. Cela sera 
obtenu à travers l'implémentation des opérateurs aires et volumes agissant sur la base des réseaux de spin, 
comme explicité dans la prochaine section. 

2.2 Quantifier la relativité générale 

Je vais décrire la quantification de la théorie réelle, en décrivant principalement le cadre cinématique de la 
théorie. La quantification de la formulation complexe self-duale est identique à l'exception de l'implémentation 
des conditions de réalité, que je discuterai à part. 

2.2.1 L'espace d'Hilbert de la Loop Quantum Gravity 

Nous avons construit un espace d'Hilbert d'états invariants de jauge SU {2), c'est-à-dire qu'ils résolvent la 
contrainte Gi = 0. On note cet espace Hinv Maintenant, nous voudrions nous occuper des contraintes Va et 
C. Tout d'abord, nous avons vu que les difféomorphismes spatiaux sont générés par les contraintes Aa qui sont 
des combinaisons des Gi et Va- Par conséquent, sur un espace invariant de jauge, les difféomorphismes spatiaux 
sont induits par Va, c'est-à-dire que pour résoudre Va = 0, il faut se placer sur un espace d'états invariants sous 
difféomorphismes. En d'autres termes, il s'agit de quotienter Hinv par l'action des difféomorphismes. 

Quelle est donc l'action des difféomorphismes (spatiaux) sur les fonctionnelles de réseaux de spins ? Elle 
est simple, elle déplace le graphe support de la fonctionnelle cylindrique. Plus précisément, considérons un 
difféomorphisme (j> sur S. Puisque son action sur une holonomie se lit (j) ■ Ue{A) Ue{(j>~^A) — C/0.e(v4) son 
action sur une fonctionnelle cylindrique ipr.f{A) est : 

^ ■ ifirjiA) -> ifirji^^^A) = ^cb-rjiA). (2.29) 

On considère donc l'espace des classes d'équivalence des fonctions cylindriques sous l'action des difféomorphismes. 
La mesure (|2.8|l et le produit scalaire (|2.9|) passe sans problème au quotient. La différence est que précédemment 
deux fonctions cylindriques à support sur des graphes distincts étaient orthogonaux par définition et que main- 
tenant ils sont comparables si les deux graphes sont équivalents sous difféomorphismes. Ainsi on construit 
l'espace d'Hilbert Hdiff- Une base de cet espace est donnée formellement par les réseaux de spin labellés par les 
spins et par les classes d'équivalence de graphes (sous difféomorphismes)^. Ces classes d'équivalence dépendent 
explicitement de la topologie de S et rendent compte de la manière dont les graphes s'enroulent autour de S. 
Notons que, dès qu'on autorise des vertex de valence supérieure ou égale à 5, la base de Ti-diff est labellée par 
un paramètre continu et Ti-diff devient non-séparable. Le lecteur pourra trouver des détails techniques dans 

^Ce ne sont pas les réseaux de spins abstraits ou abstract spin networks (comme on utilise dans les modèles de mousse de spin 
par exemple) qui sont définis entièrement par leur structure combinatoriale car les classes d'équivalence sous difféomorphismes 
dépendent encore de la topologie de l'hypersurface S. 
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Maintenant, pour complètement définir la théorie, il faudrait implémenter l'action de la contrainte C (in- 
duisant les difFéomorphismes dans la direction temps). Puis on projeterait sur l'espace des états invariants par 
cette action (ou les classes d'équivalence sous cette action si elles ont un sens physique), ce qui nous donnerait 
l'espace TLphys des états physiques satisfaisant toutes les contraintes classiques. Malheureusement, il n'y a pas 
encore de concensus sur l'action de C sur les Ti-diff (ou Ti-mv)- Néanmoins, tout le monde s'accorde plus ou 
moins sur le fait qu'elle agit sur les vertex des réseaux de spin, modifiant les spins mais aussi le graphe support 
en créant de nouveaux vertex. Et il existe plusieurs propositions d'actions possibles |34ll35irïï)ll37| se distinguant 
par les modifications exactes induites sur le graphe support (action dite ultra-locale agissant uniquement au 
niveau des vertex comme dans |34| ou action visant des corrélations à longues distances comme dans |3f)| ^ et 
les amplitudes (dépendantes des spins) associées à ces modifications. Le but étant de produire une bonne limite 
semi-classique avec des corrélations à longue distance (similaire à la propagation des ondes gravitationelles). 
Des simulations numériques dans des modèles de dynamique simplifiée ont été effectuées mais rien de définitif 
n'a encore été prouvé. Ainsi un flou règne encore sur la dynamique des réseaux de spin. D'oii l'introduction des 
modèles de mousse de spin, qui sont des modèles d'espace-temps pouvant être représentés comme des histoires 
de réseaux de spin, pour remédier à ce problème et définir une "bonne" dynamique pouvant induire une "bonne" 
limite semi-classique. 

Malgré ce problème au niveau de la dynamique, une caractéristique attrayante de la Loop Quantum Gravity 
est l'interprétation géométrique des états de réseaux de spin de Ti-diff - Elle est obtenue à travers les opérateurs 
géométriques d'aire et de volume représentés sur Hinv 



2.2.2 La géométrie des réseaux de spin 

Tout d'abord, en utilisant l'expression de l'aire d'une surface (|2.7|l en fonction de la triade, il est possible d'en 
donner une représentation opérationelle sur l'espace TLinv Ceci est obtenu en remplaçant la quantité classique 
i?f par la dérivée par rapport à la connexion vu le crochet de Poisson (jf : 

{A^,{x),E]{y)} = ^5''J]5^'\x,y) ^ E^ix) ^ È^ix) ^ (2.30) 

Par conséquent, pour étudier l'action sur les fonctions cylindriques d'un opérateur formé à partir de nous 
avons besoin de l'expression de la dérivée d'une holonomie |39j : 

^ :Ue(.A) = -^eIo'^^^'(''^^i^^ = /dsé'^(s)<5(3)(e(s),x)C/,,(,)(A)r,C/,,(,)(A) (2.3f) 



dAlix) ' dAlix) 

où la courbe e est coupée à la coordonnée en ei(s) et 62(5). En d'autres termes, l'action de Ef{x) revient à 
insérer le générateur de SU(2) au milieu de l'holonomie. 

Maintenant, suivant la logique de (20], on en déduit l'action de l'opérateur Ei{S) sur un réseau de spin. Pour 
simplifier les expressions, nous supposons la surface S n'intersecte le graphe support F du réseau de spin qu'une 
seule fois, en un point qui n'est pas un vertex. On note e le lien intersecté et j la représentation l'indexant. Il 
s'agit alors de dériver (la matrice de représentation de) l'holonomie R^\Ue] - Plus précisément : 

É,{S).R^{U^) = -Z7 / daHa^ j ds e^,^^^^-^^-^5^^\e{sU) 



s 



d<j^ da"^ ds 

xR^[U,,(,){A)]W[t,]W[U,,(,){A)]. (2.32) 



Maintenant, en utilisant la régularisation évidente \m\y^x{Ëi{S){x).Èi{S){y)), on peut regarder l'action de 
l'opérateur Èi{S)Ei{S) : 

MS)MS).R^{U,) = -.^^^ JjaUa' Jjse,,,^^^^^^ô^^\e{s),x) 

X W [C/e, (,) [AW [n]R' [n]R' [C/e.(s) (A)] . (2.33) 
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FiG. 2.4 - Aire d'une surface S intersectant le lien e. 



R^[Ti]R^[Ti] est le Casimir de SU(2) dans la représentation j et c'est juste le nombre j{j + 1). 

Alors R^[Ue^Çs){A)]R^TiTi]R^Ue2{s){A)] — R^{Ue) ne dépend plus de s et sort de l'intégrale. Il apparaît alors 

que 

dx^iff) dx\â) de" (s) 

est le Jacobien du changement de coordonnées tri, cr2, s à xi, a;2, 0:3. Donc l'intégrale restante compte simplement 
le nombre (orienté) d'intersections entre S et le lien e, que nous avons choisi d'être 1. Par conséquent l'action 
de Ei{S)Ei{S) est diagonale sur l'holonomie R^{Ue) ■ 

È,{S)È,{S).R^{Ue) = 7'j(j + l)R'{Ue). (2.34) 
Nous généralisons tout de suite cette relation à la fonctionnelle réseau de spin : 

Ê,{S)È,{S).^\^'--'--''-\u,, ...,Ue,...,UE)^ 7'je(je + 1)4^--^--^-). (2.35) 

On peut alors définir l'opérateur Èi{S)Êi(S) dont l'action sera également diagonale avec comme valeur propre 

VjeUe + 1). 

Maintenant, on utilise la formule 12.7|l de l'aire d'une surface S pour élever As au rang d'opérateur As- 
Calculant l'action de l'opérateur aire A sur une fonctionnelle de réseau de spin à support sur un graphe F, on 
peut choisir une partition telle que la surface S soit découpée en petits morceaux Sk qui n'intersectent le graphe 
F qu'en un seul point chacun. Pour le moment, nous ne considérons que le cas oîi le Jacobien (cri,(T2,s) 
{xi, X2, X3) est non nul à toutes les intersections. Alors ,45 est diagonal sur les 0r et : 

Âs.<f>\^'-'^^^J ^ V/Je(je + 1)4'"-'^'"^ (2.36) 
e|en5#0 

Dans le cas d'une surface S intersectant le graphe F en un vertex, la valeur propre n'est plus \/je(je + 1) et 
il faut distinguer les liens transversaux up (le Jacobien est non nul et positif), les liens transversaux down (le 
Jacobien est négatif) et les liens tangents (le Jacobien est nul donc l'opérateur EiEi construit ci-dessus est nul). 
On regroupe tous les spins des liens up en un lien (virtuel) de spin j", de même avec les liens down qui sont 
regroupés en j'' et les liens tangents en j*. Alors As est toujours diagonale et la valeur propre est [221 : 

Âs-q^r = 7^\/2j"(/" + 1) + 2/(/ + + l)0r. (2.37) 

Les fonctionnelles réseaux de spin sont donc la base diagonalisant les opérateurs d'aire (des surfaces de S). 
Cela fournit une interprétation géométrique aux états réseaux de spin en inversant le raisonnement. En effet, 
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un réseau de spin donné définit un état quantique de la géométrie de l'hypersurface S. Cette géométrie est 
reconstruite par le fait que l'aire d'une surface intersectant le graphe support est donnée en fonction des spins 
de l'état. Toute autre surface n'existe pas ! 

Notons que le spectre de l'aire contient un facteur 7. Par conséquent, ce paramètre innofensif au niveau clas- 
sique intervient d'une manière cruciale au niveau quantique modifiant le spectre des opérateurs. Par conséquent, 
nous obtenons toute une famille de quantification inéquivalente'^labellée par le paramètre d'Immirzi 7. 

Il existe une autre ambiguïté lors de la quantification des opérateurs triades et aires, liée à la régularisation 
du produit d'opérateur triade E\{x)El^{x) au même point dans l'expression H2.35|l . Il est possible d'utiliser une 
autre régularisation, se fondant sur une quantification symétrique des opérateurs E. Alors l'action de El^(x)El^(x) 
ne va pas se traduire par un facteur Casimir de SU (2) C — + mais par un facteur C+ 1/4 [lU]. Prenant la 
racine de cette nouvelle expression pour obtenir les valeurs propres de l'opérateur aire, on trouve que j{j + 1 ) 
est remplacé par l'expression plus simple : 



Ceci est cohérent avec la vision d'un spectre de l'aire également espacé et avec certains résultats obtenus dans 
le contexte des modèles de mousse de spin (intégrale de chemin de la Loop Gravity ) j41j . 

Il est possible de pousser cette interprétation géométrique plus loin en associant un volume à chaque vertex 
du graphe. Ceci est obtenu par la construction d'un opérateur volume V. Pour cela, on considère la formule 
classique du volume d'une région TZ : 



puis on utilise la correspondance (|2.3U|I remplaçant E par l'opérateur dérivation au niveau quantique. Cela 
fournit un opérateur bien défini |34| . Il n'agit qu'au niveau des vertex du graphe : on associe un volume à 
chaque vertex du graphe, dépendant des représentations vivant sur les liens partant de ce vertex, et le volume 
d'une région TZ est la somme des contributions des vertex contenus dans cette région. Le volume associé à 
un vertex bivalent ou trivalent est nul. Le volume associé à un vertex n-valent avec n > 4 est non trivial et 
dépend de l'entrelaceur vivant au vertex en question. Cela est intuitif car créant des surfaces duales aux liens 
adjacents au vertex (dont les aires sont données par les spins vivant sur ces liens), les cas bivalent et trivalent 
sont dégénérés. Le premier cas non-trivial est le vertex 4- valent auquel on peut associer un tétraèdre dual. Dans 
ce cas, le volume du tétraèdre n'est pas entièrement déterminé par les aires de ces 4 faces. Il faut des données en 
plus, qui sont ici fournit par l'entrelaceur. Malheureusement, dans la base canonique des entrelaceurs 4-valents 
(donnée par la décomposition du 4- valent vertex en deux vertex trivalents reliés par un lien virtuel interne dont 
le spin labelle la base), cet opérateur volume n'est pas diagonal. De plus, on ne connaît pas le spectre complet 
de cet opérateur. Les premières valeurs propres sont données dans 021 ■ Le lecteur intéressé peut aussi d'autres 
résultats analytiques et numériques dans 021 ■ 

Au final, nous avons plus ou moins décrit la géométrie d'un état quantique de l'hypersurface associé à un 
réseau de spin. En passant au dual, cela donne l'image d'un espace par bloc. Chaque vertex et son entrelaceur 
définissent un morceau de 3-volume. Chaque lien et son spin associé définissent la surface entre les deux 3- 
volumes associés à ces points source et cible. Ils décrivent la relation entre deux vertex. Puis ce réseau de 
relations va évoluer dans le temps et se modifier. Cette évolution est donnée par la contrainte Hamiltonienne. 

Pour terminer, un petit mot sur le paramètre d'Immirzi 7 et l'ambiguïté dans la quantification qui en 
résulte. Ce paramètre peut être vu comme soit découlant d'un terme dans l'action initial ne modifiant en rien 
les équations du mouvement, soit issu d'une transformation canonique. Dans les deux cas, il n'intervient pas 
classiquement. Néanmoins, il apparaît en facteur du crochet de Poisson de la théorie et intervient donc au 
niveau de la théorie quantique, modifiant le spectre de l'aire et du volume par un facteur d'échelle 7 au niveau 

^En fait, elles ne sont pas équivalentes dans le context cinématique où on ignore la contrainte Hamiltonienne. Par contre, si 
on prend en compte la contrainte Hamiltonienne C (ce que l'on ne sait pas faire explicitement), les opérateurs aires/volumes ne 
représentent pas des observables et on ne peut pas conclure a priori quant à l'équivalence ou la non-équivalence de ces quantifications. 




(2.38) 




(2.39) 
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FiG. 2.5 - Interprétation géométrique d'un réseau de spin : les vertex représentent des morceaux d'espace et les 
liens décrivent leurs surfaces frontières, le volume et l'aire étant donnés par les spins portés par les liens. 

cinématique. Il définit donc toute une famille de quantification unitairement inéquivalente. Mais cela ne se limite 
pas au cadre cinématique puisqu'il intervient également dans la dynamique de la théorie (dans la contrainte 
Hamiltonienne) . Reste par conséquent à comprendre sa signification physique. . . 

2.2.3 A propos de la théorie complexe 

La procédure de quantification de la formulation complexe est exactement identique à celle de la formulation 
réelle. De nouveau, on peut considérer les fonctionnelles cylindriques invariantes de jauge de la connexion (cette 
fois-ci complexe et self-duale), les flux et l'aire. Les fonctionnelles cylindriques définissent les fonctions d'onde 
de la théorie quantique et une base de l'espace d'Hilbert est fournie par les réseaux de spin. Puis la contrainte 
Hamiltonienne définit la dynamique de ces réseaux de spin. Comparée à la théorie réelle, son expression est plus 
simple. Lors de la quantification, elle va être plus simple à implémenter |34| bien qu'un certain flou subsiste 
quant à déterminer la "bonne" implémentation. 

La complication réside alors dans le fait que les variables que nous considérons sont a priori complexes. Et 
que demander que la métrique reste réelle impose les conditions de réalité, H1.27(l et (|I.28|I . discutées dans la 
section [T!^ Lors de la quantification, une quantité classiquement réelle est contrainte à devenir un opérateur 
auto-adjoint. Par conséquent, on aimerait que 

(Ê^)^ = È^, (2.40) 

(i;)t+i^ = 2ri(^). (2.41) 

La première condition impose directement que la métrique soit réelle. La seconde correspond à (|1.27|l et (|I.28|) . 
et donc revient à imposer que la réalité de la métrique est conservée lors de l'évolution dans le temps. 

Ces relations d'hermicité contraignent la mesure et le produit scalaire de la théorie comme d'habitude en 
mécanique quantique. Dans la représentation donnée par les fonctionnelles cylindriques de la connexion, la 
condition (|2.4Q(I sur E correspond à l'hermicité de la dérivée par rapport à la connexion. La condition H2.4I|1 
sur A est plus compliquée à prendre en compte. Pour l'implémenter, on peut se restreindre aux fonctionnelles 
holomorphes et il est possible de construire explicitement le produit scalaire de la théorie. Reste que sa structure 
n'est pas intuitive i.e. on ne connaît pas explicitement le produit scalaire de deux fonctionnelles réseaux de spin. 
Par contre, il est facile de voir à quoi cela correspond dans une représentation oii on utiliserait des fonctionnelles 
de la triade (au lieu de la connexion) . La condition (|2.4I() serait alors une constrainte sur les opérateurs dérivées 
À ~ d/dE. 
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On peut remarquer que dans ce formalisme complexe, bien qu'ayant fixé la jauge la tétrade, nous avons 
conservé une connexion A de jauge S'C/(2)^ ^ SL{2,C) et donc il semble que la théorie est un formalisme 
covariant invariant sous Lorentz. Cependant, bien que les contraintes Gi impose invariance sous le groupe 
complexifié SU (2)"', cette symétrie est brisée par les conditions de réalité (|2.40|l et (12.41(1 et réduit au groupe réel 
et compact SU (2). Cela reflète la fixation de jauge initiale. En fait, l'approche complexe revient à complexifier 
la théorie, qui est alors plus simple à manier, puis de prendre une section réelle de la théorie quantique complexe 
pour obtenir la "vraie" théorie quantique réelle. La section réelle est déterminée par le choix de jauge (dans le 
cadre usuel, la time gauge), et serait changée/tournée si on choisissait une autre fixation de jauge. 

Le lecteur peut trouver une discussion détaillée de la quantification de la formulation complexe dans |44|. et 
une présentation simple et claire du produit scalaire et une manière de l'exploiter pour avancer dans l'étude de 
la Loop Quantum Gravity self-duale dans (4^ . 



Conclusion : et la Dynamique ? 



La Loop Quantum Gravity procède explicitement à la quantification canonique de la relativité dans des 
variables connexion SU{2) et triade conjuguée. C'est une quantification mathématiquement bien définie et 
non-pertubative de la gravité, qui prédit à quoi ressemblerait respace(-temps) à l'échelle de Planck. Les états 
quantiques de l'espace (l'hypersurface canonique) sont donnés par les réseaux de spin, qui définissant une sorte 
de géométrie discrète. Il est possible d'implémenter des opérateurs aire et volume et leur spectres est discret, 
confirmant notre intuition que l'espace vient par quanta à l'échelle de Planck ! 

Néanmoins, la dynamique de la théorie n'est pas explicitement connue bien qu'il en existe plusieurs proposi- 
tions. De plus, peu de solutions exactes de toutes les contraintes sont connues. A part les boucles sans intersection 
(les graphes triviaux), la seule solution connue explicitement est l'état de Kodama .44. dans la cas d'une con- 
stante cosmologique A > (que nous n'avons pas discuté ici) et il semble possible de développer une théorie 
des perturbations autour de cet état quantique [451 112| . 

Ce problème de la dynamique est lié au problème plus profond de comprendre ce qu'est le temps en gravité 
quantique. Sur ce point, la Loop Quantum Gravity , en tant que formalisme canonique reposant sur un découpage 
3 -I- 1 de l'espace-temps, ne nous éclaire pas beaucoup. Pour y remédier, il a été introduit la notion de mousses 
de spin ou spin foams |46l 14 7| qui correspondent à des histoires de réseaux de spin : ce sont des modèles 
d'espace-temps. Plus précisément, un modèle particulier correspond à assigner une amplitude à chaque histoire 
possible. A l'aide de ces modèles, nous espérons comprendre un peu mieux la notion de temps et la dynamique 
des réseaux de spin. Je consacrerai la partie IV de cette thèse à décrire ces objets, qui forment le sujet principal 
de ma thèse. Je me suis particulièrement attaché à comprendre la géométrie quantique qu'ils définisssent et 
comment les utiliser en gravité quantique non-pcrturbative. 

Les mousses de spin sont des structures d'espace-temps et le groupe de symétrie usuellement utilisé dans leur 
construction est le groupe de Lorentz. De là naissent plusieurs difficultés. Premièrement, il faut adapter le cadre 
des réseaux de spin au cas d'un groupe non-compact, ce qui ne semble pas évident à première vue. Pendant 
ma thèse, en collaboration avec Laurent Freidel, je me suis attaché à devélopper une telle théorie 05], que je 
décrirai dans la partie suivante. Mais également, ces mousses de spin, bien qu'issues du formalisme canonique 
de la Loop Quantum Gravity , en semblent finalement assez éloigné. En effet, la Loop Gravity repose sur la 
time gauge. Cette fixation de jauge fixe la direction temps orthogonalement à l'hypersurface et réduit la tétrade 
à une triade : elle réduit la symétrie de Lorentz à une symétrie effective SU (2) en gelant le plongement de 
l'hypersurface dans l'espace-temps. Ceci est à l'opposé des mousses de spin, dont la structure covariante repose 
sur la symétrie de Lorentz et qui décrit une hypersurface à travers son plongement dans l'espace-temps. Relié 
les mousses de spin au formalisme canonique est par conséquent une tâche non-triviale. J'ai donc exploré au 
courant de ma thèse des formalismes canoniques, en 3d et 4d, ne reposant pas sur une fixation de jauge (et donc 
conservant le groupe de Lorentz comme groupe de jauge), pour tenter de développer un formalisme canonique 
correspondant aux mousses de spin et de comprendre leur lien avec la Loop Quantum Gravity |17[ I48f . 

D'autres points sensibles en Loop Quantum Gravity concernent le paramètre d'Immirzi et la construction 
d'une limite semi-classique de la théorie. En ce qui concerne 7, il s'agit de comprendre son sens physique. 
Ceci est encore une question ouverte. Dans le cadre d'un formalisme canonique covariant et des mousses de 
spin, j'argumenterai (dans les parties III et IV) qu'il n'intervient pas et donc qu'il ne semble pas avoir de sens 
physique. En ce qui concerne la limite semi-classique, je ne me suis pas attaqué à la question durant ma thèse. 
Il s'agit de vérifier que l'on retrouve bien la relativité générale (et la mécanique quantique) dans une limite de 
basse énergie et de prévoir des effets physiques mesurables de gravité quantique. La question de retrouver la 
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relativité générale est ardue et encore ouverte. 

Liée au problème de la limite semi-classique, la question de la renormalisation de la Loop Quantum Gravity 
est tout aussi fondamentale. En effet, nous décrivons respace(-temps) à l'échelle de Planck. Et pour obtenir des 
prédictions physiques (vérifiables) , il nous faut une procédure {course graining) pour passer de cette échelle de 
Planck à des échelles plus raisonnables et ainsi tirer de la théorie des valeurs d'observables pertinentes. 



Deuxième partie 

Construire des réseaux de spin 
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Les réseaux de spin, construits à partir du groupe SU (2), sont fondamentaux dans la construction de la 
Loop Quantum Gravity comme expliqué dans la partie précédente. Ils consistent en des graphs dont les liens 
sont labellés par des représentations de SU{2) (et dont les noeuds sont labellés par des tenseurs invariants sous 
SU{2)). Ils forment une base des observables de la Loop Gravity . Plus généralement, ce sont des observables 
des théories de jauge, généralisation naturelle des boucles de Wilson. Le cas des groupes compacts est suffisant 
pour l'étude des théories de Yang-Mills, mais l'extension aux groupes non-compacts est nécessaire quand on 
s'intéresse aux théories de la gravité pour lesquelles le groupe symmétrie locale est le groupe de Lorentz, qui 
est non-compact. La Loop Quantum Gravity a motivé l'étude du cas compact (à travers des généralisations 
du cas SU(2)), dont la théorie est maintenant solide du point de vue mathématique. Le but de cette partie 
est d'introduire les notions nécessaires à la définition rigoureuse des réseaux de spin pour des groupes non- 
compacts et d'explorer dans quelle mesure ils forment une base des observables (invariantes de jauge). Au final, 
la définition sera compatible avec les définitions déjà connues dans le cas compact et nous obtiendront des graphs 
avec leurs liens labellés par des représentations unitaires (donc de dimension infinie dans le cas des groupes non- 
compacts) du groupe considéré. Le matériel présenté dans cette partie est issu d'une collaboration avec Laurent 
Freidel et a été présenté dans |49) . Les résultats obtenus pourront être appliqués à la quantification canonique 
en 2 -|- 1 dimensions, au formalisme covariant en 3 + 1 dimensions, aux modèles de mousse de spins (spin foams) 
Lorentziens, et sans doute à d'autres théories. En particulier, ils interviendront dans la partie suivante de cette 
thèse dans le cadre de la Loop Quantum Gravity en 2 -|- 1 dimensions et de la quantification canonique proposée 
de la gravité en 3 + 1 dimensions. 

Rappelions tout d'abord le cadre du travail. On se place sur une variété S et un G-fibré principal au-dessus 
de S, oij G est un groupe semi-simple. On note A l'espace des G-connexions et Ç le groupe de jauge dont l'action 
sur A est définie par A'' — k~^Ak + k'^dk. Les théories auxquelles nous nous intéressons sont du type Yang- 
Mills dans le sens que les variables conjuguées dans l'espace des phases sont une G-connexion A et un champs 
de vecteur densité E à valeur dans ad{P). L'espace des phases correspondant est le fibré cotangent T*{A) à 
l'espace des connexions. Il s'agit ensuite d'imposer l'invariance de jauge (et éventuellement l'invariance sous 
difféomorphismes) sur cette espace. Les opérateurs sont représentés comme agissant sur des fonctions d'onde ne 
dépendant que de la connexion et l'espace d'Hilbert correspondant est formellement L'^{A/G), reste à définir 
une bonne mesure invariante de jauge sur A/G- Dans cette partie, on s'intéresse à la structure de cet espace. 

En fait, nous allons nous concentrer sur des fonctionelles invariantes de jauge particulières, les fonctionelles 
cylindriques, et nous tâcherons de munir l'espace de ces fonctionelles d'une structure d'espace d'Hilbert. Ces 
fonctionelles cylindriques ne dépendent de la connexion qu'à travers un nombre fini de variables. En effet, comme 
dans le cas SU{2) de la Loop Quantum Gravity , elles sont définies sur des graphes. Plus précisément, soit un 
graphe P orienté et C°°, composé de V vertex et de E liens orientés, on peut définir l'application associant à 
une connexion l'ensemble de ses holonomies le long des liens : 

T ■ A ^ 

A f ^ (2-42) 

L'espace des fonctions cylindriques associé à P est le pullback de C°°{G^) défini par : 

T*<j>{A) = Hg,{A))- (2.43) 

L'action du groupe de jauge sur A se traduit par une action de G aux vertex du graphe P. En effet, notant s(e) 
et c(e) les points source et cible du lien e, l'action est donnée par : 

gM") ^ Kil)9e{A)k,ç,y (2.44) 

L'espace des connexions discrètes (définies sur le graphe) est noté — G^ /G^ et les fonctionelles cylindriques 
sont des fonctions sur cet espace. Le but est de construire une mesure dfj,r sur ^r, qui nous fournirait l'espace 
d'Hilbert Tir = L'^{r, dfir)- Cet espace d'Hilbert se doit de porter une représentation de l'algèbre des opérateurs 
de la théorie (de Yang-Mills) étudiée restreinte aux graphes P. Cet algèbre est obtenue par quantification de la 
structure cotangente r*(G^/G^). Elle est générée par les multiplications par des fonctions invariantes de jauge 
sur G^ et les opérateurs de dérivation (invariants de jauge également). Ce que l'on attend de la mesure d^r est 
qu'elle fournisse une quantification des quantités classiques réelles en des opérateurs Hermitiens. 
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Dans le cas compact, cette mesure est unique à un facteur près. C'est, comme utilisée dans la partie 
précédente, le produit des mesures de Haar sur chaque élément de groupe (correspondant à un lien) : 

d^l^ = n "^de- (2.45) 

eeEr 

Cette mesure peut alors être étendue d'une manière cohérente à l'espace de toutes les fonctionelles cylindriques 
(somme sur les graphes) et définit une mesure -la mesure d'Ashtekar-Lewandowski, définie dans la section 
précédente- sur l'espace des connexions généralisées modulo l'invariance de jauge. 

Dans le cas non-compact, il ne suffit plus de prendre la mesure de Haar. En effet, puisque le groupe a un 
volume infini, il faut diviser par ce volume, c'est-à-dire fixer de jauge l'action du groupe. C'est ce qui est présenté 
dans cette partie. 

La construction de la mesure va se faire en deux étapes. Tout d'abord, nous montrerons que Ar ~ G^'^ /Ad{G) 
où Ad{G) dénote l'action adjointe diagonale du groupe, hr est le genre (déterminé par le nombre d'anses) de la 
surface 2d obtenue en gonflant/épaississant le graphe F. Ce sera l'objet du chapitre|ÏÏl Puis, nous poursuivrons la 
fixation de jauge en exhibant un isomorphisme entre G^^ / Ad{G) et G'^^^^. On pourra définir la mesure comme 
le puUback de la mesure de Haar sur G'^^~^. On vérifiera que cette mesure est bien indépendante du choix de 
fixation de jauge. Cette procédure sera exposée dans le chapitre^ Enfin, nous pourrons définir les réseaux de 
spin comme une base de l'espace construit à l'aide de la mesure. Plus particulièrement, ce seront les vecteurs 
propres d'opérateurs de dérivations invariants de jauge (opérateurs Laplaciens) dans le chapitre [S] Finalement, 
le chapitre El sera consacré à l'application des résultats aux groupes SL(2, C) et SL(2, M) -en vue de l'application 
à la gravité en 2 + f dimensions et en 3 + 1 dimensions -et également SU{2)- pour vérifier que l'on retrouve bien 
les résultats connus sur les réseaux de spin pour groupes compacts. 



Chapitre 3 

Des graphes aux fleurs 



Considérons l'espace = /G^ des connexions discrètes invariantes de jauge sur le graphe F. Si F n'est 
pas connexe, on le décompose en parties connexes F = U^Fi et alors Ay est le produit XiAr^ - Il est donc naturel 
de se restreindre à l'étude des graphes F connexes. 

Le graphe F est composé de E liens orientés et de V vertex. Chaque lien e part d'un vertex source s(e) et 
se termine à un vertex cible c(e). Une fonction sur Ay est une fonction sur G^ invariante de jauge à chaque 
vertex du graphe. Plus précisément, pour tous éléments £ G , un pour chaque vertex w, la fonction (j) doit 
satisfaire : 

0(5eJ = (t>{K(e,)9eikc(ei)), i^l-.-E. (3.1) 

Le but est de définir une mesure pour intégrer une telle fonction. Il s'agit dans un premier temps d'identifier les 
"vrais" degrés de liberté de (j). Pour cela, nous allons fixer l'invariance de jauge 1)3.1(1 . 

Le moyen le plus simple pour réduire l'invariance de jauge est d'éliminer le maximum de variables ge en les 
fixant par exemple à l'Identité 1 g G. Plus précisément, choisissons un arbre maximal T sur notre graphe F. T 
est un sous-graphe passant par tous les vertex de F sans jamais faire de boucle. En particulier, un tel arbre T 
est composé de ^ — 1 liens. La propriété fondamentale de T est qu'étant donnés deux vertex arbitraires de F, il 
existe un chemin unique dans T allant d'un vertex à l'autre. Ainsi, étant donnés deux vertex A et B, on peut 
définir le produit orienté h?^^ (l'holonomie) des éléments du groupe le long du chemin entre A et B dans T. 
Maintenant, en utilisant l'invariance de jauge ((3.1|l . il est possible de fixer tous les éléments du groupe vivant 
sur les liens de T à 1. Pour cela, fixons- nous un vertex A comme point de référence pour notre procédure de 
fixation de jauge. Puis on utilise la formule H3.1|) avec 

kv = h^A- 

Pour un lien e quelconque, la transformation s'écrit 

GP = hlsie)9ehle)A- (3.2) 

G^'e'^ est l'holonomie le long de la boucle partant de A passant par e et revenant à A. Regardons ce qu'il advient 
d'un lien e e T. Il existe un unique chemin le reliant à A, sinon il y aurait une boucle dans T . On distingue deux 
cas. Soit le chemin connecte A à s(e), soit il connecte A à c(e). Quitte à inverser les orientations, on suppose 
par exemple que le chemin rehe A à c(e). Alors /if(e)A = 5e/iJ(e)^ et ^^^(e) = (^f(e)A)~^' sorte que ((3.2|l 

se lisent G^^^ = 1. Par conséquent le choix ky — K^j^ permet de fixer les éléments du groupe ge pour e e T à 1. 
Cela définit une fonction (pT dépendant àe hy ^ E — V +1 éléments du groupe, correspondant aux liens qui ne 
sont pas dans T : 

^Ti{GP,e i T}) = 0(.ge = Cf ^ si e ^ T ou =1 sinon). (3.3) 
Cette fonction a une invariance de jauge résiduelle très simple : 

V/ce G, ^T(Gj:f ) = ^T(A:"^G5.pfc),i = l.../ir. (3.4) 
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CHAPITRE 3. DES GRAPHES AUX FLEURS 



En résumé, la fixation de jauge fournit un isomorphisme 

T : G''^ /Ad{G) ^ Ar (3.5) 

et 4>T est le pullback de (p par cet isomorphisme. 

L'invariance de jauge résiduelle correspond à celle d'un graphe qui n'a qu'un unique vertex. On appelle un 
tel graphe une fleur. En fait, nous avons contracté l'arbre T en le point A, qui est le vertex unique à l'arrivée. 
A priori, la construction et donc la fonction (pT semble dépendre du choix du point A. Dans les faits, toute la 
construction est indépendante du choix de A. Pour montrer cela, prenons un autre vertex B et notons h — h^g 
le produit orienté des éléments du groupe le long du chemin reliant A h B. Fixant de jauge utilisant B comme 
point de référence, on crée les variables 

GP - hl^^^^gX(e)B = h-'hl,ie)9ehJ^e)Ah = h-^G^h. (3.6) 

Cela définit une nouvelle fonction (px basée sur ces nouvelles variables, mais elle sera égale à <^t grâce à 
l'invariance de jauge (résiduelle) (|3.4|l avec k — h. 

Un point important pour la suite est la manière dont la fonction (jr'" change lorsqu'on modifie l'arbre maximal 
T. Choisissons pour cela un autre arbre maximal U. On peut suivre la même procédure de fixation de jauge 
pour U en utilisant le même point de référence A. On obtient alors des variables Gi^"^ pour chaque lien e ^ U 
et on définit une fonction (pu sur la fleur. Pour relier 4>t et (j)u, nous voudrions décomposer les variables Ci'^'' 
en fonction des variables Gl ■ Plus généralement, considérons une boucle orientée C partant du point A et 
y revenant et définissons le produit orienté H des éléments du groupe le long de C (l'holonomic ou transport 
parallèle autour de C). Il est possible d'exprimer H en fonction des G'^\ Une telle boucle doit contenir un lien 
n'appartenant pas à T, sinon T contiendrait une boucle. Il est alors facile de se rendre compte que H est le 

(T) 

produit orienté -suivant l'orientation de C- des variables Gè pour e sur C mais pas dans T. Maintenant, pour 
un lien e ^ U, l'élément du groupe Gi^^ est l'holonomie le long de la boucle £*^'^^ [e] suivant l'arbre U et allant 
de ^ à s(e) puis revenant de c(e) à A. Cela permet donc d'exprimer les variables Gi^^ en tant que produit 
orienté de G?"-* . Au niveau des fonctions (pr et (pu , la relation se lit : 



MgP) = MgP^ n (3-7) 

f£C[e]\T 



Pour illustrer la procédure, il est plus facile de visualiser les relations sur des exemples. Considérons par 
exemple le graphe : 




où l'arbre T choisi pour la procédure de fixation de jauge est en gras. Une fonction invariante de jauge (p à 
support sur ce graphe satisfait la relation suivante pour tout choix de ky d G : 

(j){k^^gikc, k^^g2kB,k^^gskB,k^^g4kB,k(j^g5kD,kj^^gjkF, fc^^gs^F, k^j^ggkp)- 

On suit la procédure de fixation de jauge en utilisant le vertex G comme point de référence. Cela réduit le 
graphe à une fleur à quatre pétales : 
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et crée les variables G^"^^ 



G^P 



9i92 91, 



■ 9596 ^9798 ^9695 ^ 



gP = 

Gr^ = 



9492 ^9394 s 

959998 ^9695 ^- 



On définit ainsi la fonction fixée de jauge 



bHGP,GP,GP,GP) = <l>{GPA,GPAAA,Gr,l,GP). 



On peut faire la même chose avec un autre arbre U : 




(3.9) 



(3.10) 



Effectuant toujours la procédure de fixation de jauge avec C comme point de référence, on réduit le graphe à la 
fleur à quatre pétales et on définit les variables G^^^ : 



G, 



G 



La fonction est définit par 



9i 9293 91, 

959997^9695 ^, 



G 



9i93 91, 



MU) -1 -1 -1 

Gs = 959997 9899 95 ■ 



MGf\Gf\Gf\Gf^) = Hl, Gf\l, Gf\ 1, Gf\ 1, Gf) , !)• 
Alors la décomposition des boucles G^'^' en fonction des variables G^"^' s'écrit : 

MU) - r^(T)/^(T)N-i/^(T)s-i MU) - r^mrr^m^-l 

^8 — <^9 ) \^9 ) , '^6—^9 ) ■ 



(3.11) 



(3.12) 



(3.13) 



On peut vcrifcr ces relations en passant par les variables initiales g. Puis finalement, le changement de variables 
pour passer de 0t à 4>u se lit : 



MgP,gP,gP,gP) = 
^u{{gP)-\gP)-^gP,{gP)-^gP,gP{gP)-\gP{gP)-^{gP)-^) 



(3.14) 



Pour le moment, nous avons réduit le problème de construire une mesure sur Ar au problème de construire 
une mesure sur les fieurs Ah = G^ /Ad{G), oh Ad{G) dénote l'action ajointe diagonale de G : 



9 ■ {9i,- ■ ■ ,9h) ^ {9919 ^,---,99hg ^)- 



(3.15) 
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CHAPITRE 3. DES GRAPHES AUX FLEURS 



La mesure que nous recherchons doit être symétrique et invariante sous multiphcation à gauche et à droite 
(comme une mesure de Haar) : 

c^A*(.9<Ti, • • • ,9<Tu) = dn{gi,--- ,9h), (3.16) 

dn{kgih,--- ,gh) =dn{gi,--- ,gh), (3.17) 

oià a est une permutation quelconque. De plus, la mesure d/x devra également satisfaire des conditions de réalité. 
Plus précisément, supposons que P{Xi,--- ,Xh) est un élément réel {P'^ = P) et ^d(G)-invariant de U{Q^) 
-U{G) étant l'algèbre enveloppante universelle de G. P peut être représenté en tant qu'opérateur différentiel sur 
Afi en utilisant la correspondance entre un élément X de l'algèbre de Lie et un opérateur dérivée invariant à 
gauche : 

dx(pi9i,-,gi, - ■ ■ ,gh) = (f>{gi,-,giX,--- ,gh). (3.18) 

L'opérateur différentiel P doit être Hermitien par rapport au produit scalaire induit par la mesure dji que nous 
voulons construire. 

Dans le cas d'un groupe compact, il y a une unique mesure satisfaisant ces conditions, du est le produit des 
mesures de Haar (normalisées), c'est-à-dire la mesure de Haar (normalisée) sur G^. Dans ce cas, la propriété 

de symétrie est triviale et les conditions de rcalitc sont implémcntccs grâce à l'invariance à gauche et à droite 
de la mcsm-c de Haar. Plus précisément, dans le cas h = 2, l'intégrale d'une fonction </> invariante de jauge sur 
G^'^/Ad{G) se factorise 

/ dgidg2(t>{gi,g2) = vol{G) 1 dn{gi,g2)4>{gi,g2), (3.19) 
Jg»^ Ja2 

et, puisque le volume du groupe compact est fini, il est possible de normaliser la mesure de Haar de telle sorte 
que vol{G) = 1. 

Dans le cas d'un groupe non-compact, cela n'est plus possible puisqu'il s'agirait de diviser par le volume 
infini du groupe. La construction de la mesure dji est donc plus délicate et je vais consacrer le chapitre suivant 
à expliciter sa définition. 



Chapitre 4 

Mesure pour les fonctions cylindriques 



Ce chapitre est consacré à la construction d'une mesure sur les espaces quotients ^r- Dans un premier 
temps, j'expliquerai comment la géométrie algébrique permet de décrire les espaces quotients. En effet, tout 
le problème est de construire le "bon" quotient, qui aura des bonnes propriétés de régularité, permettant par 
la suite d'induire une mesure (de Haar) sur cet espace. La géométrie algébrique nous fournit une solution 
formelle. Ensuite, je décrirai comment construire explicitement un "bon" quotient et la mesure sur cet espace. 
Dans un premier temps, je me concentrerai sur les espaces Ah corespondant aux fleiu's. Puis je généraliserai la 
construction aux espaces quelconques Ar en utilisant la procédure de fixation de jauge décrite dans le chapitre 
précédent. Enfin, je montrerai que la mesure construite sur est bien indépendante de l'arbre maximal choisi 
pour effectuer la réduction à la fleur, et que, par conséquent, nous avons bien une unique mesure bien définie. 

4.1 Cadre théorique 

4.1.1 Groupes de Lie et sous-algèbres de Cartan 

Les constructions décrites ici sont valides pour des groupes linéaires, connexes et semi-simples, c'est-à- 
dire des sous-groupes de matrices qui sont connexes, invariants par transconjugaison *() et de centre fini. 

Cela contient tous les groupes compacts, mais aussi des groupes non-compacts, parmi lesquels on distingue 
les groupes complexes {SL{N,C), SO{N,C) et Sp{N,C)) des groupes réels non-compacts (comme SL{2,R), 
SO{N,l), SL{N,R), ...). 

Dans un premier temps, introduisons les notations nécessaires pour la suite et rappelions certains éléments 
de théorie des groupes. Soit un groupe de Lie G et son algèbre de Lie G. Une sous-algèbre de Cartan(-Lie) Ti 
est une sous-algèbre abélienne maximale de G stable sous transconjugaison. Un sous-groupe de Cartan H est 
le centralisateur d'une algèbre de Cartan Ti. i.e. le sous-groupe des éléments de G commutant avec l'ensemble 
des éléments de Ti. Pour chaque sous-groupe de Cartan, on définit le groupe de Weyl W{H) = N{H)/H, où 
N{H) est le normalisateur de H, qui prend en compte l'action résiduelle sur H de la conjugaison par G. Dans 
le cas des groupes compacts, il y a une ^inique sous-algèbre de Cartan (à conjugaison près) et, de plus, chaque 
élément du groupe G est conjugué à un élément de H. Dans le cas des groupes non-compacts, cela n'est plus 
vrai. Tout d'abord, en général, il existe un nombre fini de sous-algèbres de Cartan non- conjuguées. Elles ont 
toutes le même rang (ex. 2 pour SL{2,M.), 1 pour S0{2N + 1, 1), N pour SL{N,M.)). Remarquons néanmoins 
que les groupes complexes (ex. SL{N, C)) ont tous un unique sous-groupe de Cartan. De plus les éléments de 
G ne sont pas tous conjugués à un sous-groupe de Cartan. Les éléments qui le sont, sont appelés réguliers et 
l'ensemble de ces éléments est noté Gi. Gi consiste en les éléments x Çz G tels que Ad{x) est diagonalisable. 
C'est un ensemble ouvert dans G et son complémentaire a une mesure de Haar nulle. De plus, l'action de Ad{G) 
sur Gi est régulière et Gi/Ad{G) est l'union disjointe \JiHi/W{Hi) des sous-groupes de Cartan modulo leur 
groupe de Weyl. 

Ayant choisi une sous-algèbre de Cartan H, la décomposition de Cartan de G s'écrit G = 'HQ)B{H), où B{H) 
est la sous-algèbre de Borel associée kH. B{H) se décompose en sous-espaces propres de ad(TL) : B — (BaeA{H)Ba 



47 



48 



CHAPITRE 4. MESURE POUR LES FONCTIONS CYLINDRIQUES 



où A(iî) est l'espace des racines A c H*. Les générateurs de TC sont soient (de type) compact H* 
(de type) non-compact H* = H. 

Ayant choisi un sous-groupe de Cartan H , on définit la mesure sur G/ H par 



H ou 



fi9)d9 



G/H 



f{s{x)h)dh 



H 



(4.1) 



oit dg, dh sont les mesures de Haar invariantes sur G et H, et / est une fonction à support compact sur G. 
Remarquons que nous avons choisi une section s : G/ H — > G mais que la formule de factorisation reste valable 
quelquesoit la section choisie. 

Gi se décompose en l'union des classes d'équivalence sous conjugaison Gi = UiG^ , où G^ = {ghg~^, h G 
Hi, g G G}. Chaque classe de conjugaison recouvre w{Hi) = ^W{Hi) fois la composante connexe correspondante 
de Gi. D'oii la formule d'intégration de Weyl, qui exprime l'intégrale sur G comme l'intégrale sur les classes de 
conjugaison : 

1 



î{g)dg 



E 



G/Hi 



f{xhx ^)dx 



|A,(/i)|^d/i, 



avec 



A.(e«) 



n 



sinh 



a{H) 



(4.2) 



(4.3) 



pour H G 7i^, £ Hi. Contrairement au cas des groupes compacts, tous les éléments du groupe ne s'écrivent 
pas en tant qu'exponentielle avec X £ Q (en fait, il faut un produit d'exponentielles). Néanmois, on peut 
écrire n'importe quel élément en tant que e'^ avec X dans l'algèbre de Lie complexifiée G^- 



4.1.2 Un peu de Géométrie Algébrique 

Ah est défini en tant qu'espace quotient sous l'action du groupe G. En général, l'espace des orbites résultant 
n'est jamais une "gentille" variété Haussdorf. Plusieurs types de singularité peuvent alors intervenir. Regardons 
par exemple le cas de = G x G/Ad{G). Si (gi, (72) sont des éléments génériques (ne commutant pas) de G, le 
groupe d'isotropie de ces points est le centre de G et donc un sous-groupe fini. Par contre, si gi et g2 commutent, 
leur groupe d'isotropie est non-trivial, et c'est l'intersection des centralisateurs de gi et 172 • Si gi est régulier, 
son centralisateur est un sous-groupe de Cartan et la dimension du groupe d'isotropie est en général au moins 
le rang du groupe G. Ces points particuliers peuvent agir comme des attracteurs pour l'action de Ad(G) sur 
G X G. Considérons l'exemple de G = SL{2,M.) et le point (51,52) — (l-e"^^) où 0-3 — diag{+l, Le groupe 
d'isotropie de ce couple d'éléments de G est le groupe abélien {e*"^ ,t € M}. Ce point n'est pas Haussdorf et 
est un attracteur pour les orbites voisines. Regardons cela de plus près et considérons g„ = (e"°'+,e°'^) avec 

cr+ = ^ 1^ ^ . Alors hm4_oo e~*°'^gue*'^3 = (1,6'^^) et l'orbite Ad{G).{e^"+ ,e''^) n'est pas fermée puisqu'elle 

contient le point (1,6°^^). Ainsi, deux orbites différentes associées à u > et u' < n'ont pas de voisinages 
disjoints, ce qui signifie que l'espace quotient n'est pas Haussdorf. Une manière de remédier à ce problème est 
d'enlever dès le début l'ensemble des couples d'éléments commutants, pour que toutes les orbites soient fermées. 
Mais cela n'est toujours pas suffisant. Ainsi, dans notre exemple, notons (a;, y) G le couple {e''^e^''+ , e'^^e^'^^ ). 
L'action de 6*"^^ se traduit par (x, y) — > (e*x, e~*î/). Exclure les éléments commutants se traduit par la condition 
{x,y) (0,0). Sur ce nouvel espace, les orbites sont toutes fermées, cependant il est facile de voir que tout 
voisinage de l'orbite de (x, 0) intersectera une voisinage de l'orbite de {0,y). Et donc, l'espace quotient n'est 
toujours pas Haussdorf. La solution est d'exclure également les points (a:;,0) et (0,y). On obtient alors un bon 
quotient ! 

Cet exemple illustre la problématique générale de la définition d'un espace quotient. En fait, comme G est 
un groupe algébrique (groupe de matrices) et que par conséquent l'action de Ad{G) est aussi algébrique, ce 
problème a reçu beaucoup d'attention en mathématiques dans le cas 011 le groupe est complexe sous le nom de 
"théorie des invariants" (50, ,51, {invariant theory). 



4.1. CADRE THEORIQUE 
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Tout d'abord, il faut rappeler quelques notions de géométrie algébrique pour pouvoir donner ensuite la 
définition d'un espace quotient régulier ou géométrique. Une variété algébrique affine X sur C est définie comme 
étant l'ensemble des racines d'une collection de polynômes sur : X — niV{Pi) où V{P) = {x g C^\P{x) = 
0}. Elle est dite irréductible si elle ne peut pas être considérée comme l'union de deux sous- variétés algébriques. 
La topologie utile dans ce contexte est la topologie de Zariski dont les fermés sont les sous- variétés algébriques 
de X, générées par les X{P) — X H V{P). Les ouverts de cette topologie sont les unions finies des ensembles 
Xp ^ {x E X, P{x) ^ 0} ouverts pour la topologie usuelle, il est important de noter que les ouverts dans 
la topologie de Zariski sont bien plus gros que dans la topologie usuelle. Ainsi, pour une variété irréductible, 
n'importe quel ouvert non vide de X est dense dans X et, plus généralement, n'importe quelle intersection 
d'ouverts non- vides sera encore dense. On définit l'algèbre des fonctions régulières, notée C[X], comme l'algèbre 
des polynômes sur restreints à X. C'est l'ensemble C[X] = C[C^]/ I{X) où I{X) est l'idéal des polynômes 
s'annulant sur X. La condition d'irréductibilité de X se traduit par la condition que C[X] soit intègre. 

Un théorème d'Hilbert stipule qu'une sous-algèbre quelconque A de C[C^] (ou d'une algèbre commutativc) 
admettant un nombre fini de générateurs et ne contenant d'élément nilpotent est l'algèbre des fonctions régulières 
d'une certaine variété affine X. Une telle algèbre est appelée affine. X est le spectre de A et est défini comme 
l'ensemble des homomorphismes de A dans C. Ce théorème permet de traduire des concepts géométriques dans 
un contexte algébrique. 

Enfin, ayant défini C[X], on peut introduire le corps des fractions rationelles C{X). Egalement, on dit qu'une 
application entre deux variétés affines (p : X ^ Y est un morphisme ssi 4>* envoie les fonctions régulières de Y 
sur les fonctions régulières de X. 

Nous sommes maintenant prêts à préciser la notion de "bon" quotient. Grosso modo, ce sera un espace pour 
lequel les orbites seront séparées par les fonctions rationelles invariantes. Soit G un groupe algébrique agissant 
sur une variété afhne irréductible X. Un quotient géométrique de X par l'action de G est une variété affine Y 
munie d'un morphisme surjectif tt : X ^ Y tel que : 

(a) TT induit un isomorphisme entre C{Y) and C{X)^ . 

(b) Les fibres de tt sont les orbites de X sous l'action de G. 

La condition (6) nous dit que Y est un espace quotient puisque c'est un espace d'orbites. La condition (a) nous 
dit que l'espace quotient est une variété algébrique dont les points sont séparés par les fonctions rationelles. A 
travers les exemples du début de cette section, nous avons vu qu'en général, il n'existe pas de tel bon quotient. 
C'est un théorème fondamental de Rosenlich jSn] qui sauve la situation : quelque soit la variété X et l'action 
algébrique de G sur X, il existe toujours un ouvert dense Xq stable sous G tel que Xq/G est un bon quotient ! 
Pour démontrer ce théorème, on commence par restreindre Y de telle sorte que (a) soit vraie. Puis l'hypothèse 
(a) implique que l'orbite de x est dense dans Tr^^{x). Mais alors la propriété (6) n'est pas vraie en général. On 
se restreint ensuite à un sous-ensemble Xq de X ne contenant que des orbites de dimension maximale. Cela 
implique (b). Alors le quotient géométrique Xq/G existe en tant que variété algébrique. 

Dans le cas, d'un groupe G réductif, il existe un théorème fondamental par Hilbert et Nagata, qui assure 
que si X est irréductible et G réductif, alors C[Ar]'-^ est généré par un nombre fini d'éléments. Comme C[X]'^ 
ne contient aucun élément nilpotent, c'est donc une algèbre afhne i.e. c'est l'algèbre des fonctions régulières sur 
son spectre, que nous notons X//G = spec{C[X]'^) . Il est muni d'un morphisme surjectif tt : A" — > X//G et 
appelé quotient de X par G. Ce quotient est universel dans le sens que tout morphisme G-invariant p : X ^ Y 
peut être factorisé sur X/ /G, c'est-à-dire qu'il existe un morphisme q : Xj /G Y tel que p — qoir. l\ est alors 
possible de montrer que chaque fibre de tt contient une unique orbite fermée. Géométriquement, cela veut dire 
que X/ /G est l'espace des orbites fermées de X sous G. Cela est quelque peu dommage parce que cela implique 
X/ /G peut donner une description très imprécise de l'espace des orbites. En effet, X/ /G n'est généralement pas 
un quotient géométrique. Par exemple, pour A = et G = C* agissant par multiplication {x,y) {tx,ty), 
les seuls polynômes invariants sont les polynômes constants, de telle sorte que X//G est réduit à un simple 
point, l'unique orbite fermée, celle de (0,0). Heureusement, la propriété suivante est vraie quand G est un 
groupe linéaire, connexe et s emi- simple. Dans ce cas, l'algèbre des fractions de C[A]'^ (i.e. C(A/ /G)) est égale à 
C(A)''. Cela affirme que A/ /G est l'espace des orbites fermées et denses i.e. toute fibre tt : A ^ A/ /G contient 
une orbite dense et fermée. Cela implique que, dans le cas que nous considérons, il est possible de définir un 
espace quotient géométrique comme le dual algébrique de l'espace des polynômes invariants. 
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Revenant à notre problème, G est un groupe linéaire, connexe et semi-simple agissant sur X = G" par 
conjugaison. Exploitant la théorie exposée ci-dessus, nous savons que, quand G est complexe, l'espace quotient 
universel G"^ / /AdG consistant en les orbites denses séparées par les polynômes invariants est bien défini. De 
plus, par le théorème de Rosenlich, il est toujours possible d'exclure de G" un ensemble fermé (négligeable) 
pour que l'espace d'orbites soit un bon quotient géométrique. Néanmoins, bien qu'élégante et générique, ces 
méthodes ne s'appliquent pas directement dans le cas réel (sur M) et de plus ne sont pas constructives. 

Il est donc nécessaire de mieux comprendre (d'une manière explicite) quel est l'ensemble fermé que nous 
devons exclure de G" pour obtenir une espace quotient géométrique (qui sera une variété algébrique bien 
définie). De plus, nous sommes intéressés par les propriétés vis-à-vis de la mesure du quotient et nous aimerions 
démontrer que la différence entre le quotient géométrique et l'espace quotient / /AdG est de mesure nulle. 

Tout d'abord, le théorème de Rosenlich nous affirme qu'il est toujours possible de construire un quotient 
géométrique retirant un ensemble fermé (pour la topologie de Zariski) de G" . 

Le cas G/Ad{G) est bien connu. La solution consiste à enlever de G les points auxquels l'action de Ad{g) 
n'est pas régulière. L'ensemble des points réguliers, noté Gi, est l'ensemble des points g £ G pour lesquels Ad{g) 
est diagonalisable et tel que 1 soit une valeur propre de multiplicité égale au rang du groupe. L'espace quotient 
Gi/Ad{G) est alors égal à l'union des éléments réguliers des sous-groupes de Cartan modulo leur groupe de 
Weyl i.e. U,H,/WiH,). 

Dans le cas G x G, la stratégie est identique, et il s'agit d'exclure les points irréguliers, puis on considérera 
l'action de Ad{G) sur une sous-espace de G x G. Dans le cas d'un groupe de rang 1, un tel sous-ensemble est 
donné explcitement par 

Ga = {(51,52) e G X G;5i G Gi ou 52 e Gi, et det[5i,52] 7^ 0}, (4.4) 

où [51,52] — .9152 — 5251 est le commutant dans l'algèbre. On a alors la proposition suivante : 

Proposition 1. G2 est un sous-ensemble dense de G x G, son complémentaire est de mesure de Haar nulle et 
G2 / Ad(G) est un quotient géométrique quand G est de rang 1. Par conséquent, A2 = G2 / Ad{G) est une variété 
Haussdorf de dimension dimG, séparant les fonctions rationelles et c'est la variété de hase d'un fibré homogène 
de fibre G et dont l'espace total est G2 ~ A2 x G. 

Cette proposition sera montré explicitement sur les exemples de SL(2, C), SL(2, R) et SU(2) dans le chapitre 
El 011 nous construirons le spectre dual à l'espace des polynômes invariants et montrerons qu'il est isomorphe à 
G2 / Ad{G) . Le point central est que la condition det[5i, 52] ^ peut être implémentée sous la forme d'inégalités 
algébriques. 

Notons que tenant compte de la définition (|4.4I) , le centralisateur de n'importe quel élément de G2 est trivial. 
En effet, supposons que 5 commute avec (51,52), alors, supposant que 51 est régulier, 5 peut être diagonalisé 
dans la même base que 51 (l'hypothèse de régularité est essentielle ici). 5 ne peut pas être régulier, car dans ce 
cas, car comme 5 commute avec 52, cela impliquerait que 52 est diagonal dans cette même base et donc commute 
aussi avec 51, ce qui est contraire aux hypothèses. Par conséquent, la définition de 5 impose que 5 est diagonal 
et non-régulier. Si le rang du groupe est 1, cela revient à dire que 5 est l'identité. Dans le cas de SL{N, C), il est 
facile de vérifier que la condition de déterminant non-nul est suffisante pour conclure que 5 est dans le centre 
de G. Il est important de comprendre qu'il ne suffit pas d'exclure les points avec un centralisateur non-trivial : 
pour obtenir un bon quotient, il faut enlever plus de points, et cela est dicté par le fait que l'espace quotient 
est le spectre de l'algèbre des fonctionelles invariantes. 

Dans le cas d'un groupe de rang plus élevé, on peut définir G2 par 

G2 = {(51,52) G G X G; 51 G Gi ou 52 G Gi, et C{gi,g2) = Zg}, (4.5) 

où G(5i,52) dénote le centralisateur de 51 et 52, et Zq le centre du groupe. Nous avons vu que, dans le cas 
de SL(N,C), cela peut être implémenté par une condition algébrique. On peut s'attendre à ce que cela soit de 
même pour tout groupe, mais nous ne démontrerons pas un telle proposition. Nous verrons dans la prochaine 
section que G2 admet un bon quotient A2 par Ad{G). Néanmoins, contrairement à la définition (|4.4|l (valide 
pour tous les groupes de rang 1, et également SL{N, C)), la définition 1)4. 5|) n'est pas équivalente à une définition 
de G2 en tant que dual algébrique. 
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4.2 Mesure sur les Fleurs 

Pour construire la mesure sur les fleurs, je vais commencer par décrire le cas à deux pétales A2 = G2/ Ad{G), 
puis je généraliserai à un nombre de pétales quelconque. 

4.2.1 Les fleurs à deux pétales 
Cas d'un unique sous-groupe de Cartan 

Je commence par le cas où le groupe G contient un unique sous-groupe de Cartan (à conjugaison près). C'est 
par exemple le cas des groupes complexes SL{N, C). Ce cas sera par la suite facilement généralisé au cas oii on 
aurait plusieurs sous-groupes de Cartan non conjugués. 

Considérons l'application suivante de Gi dans A2. Etant donné, g G Gi, il est possible de la conjuguer au 
sous-groupe de Cartan H C G i.e. il existe h G H, x G G/ H tel que g = xhx~^. On choisit alors une section 
s : G/H ^ G et on définit l'application : 

je : Gi ^ A2 , . 

g = xhx-^ Ad{G).{h,s{x)) ^ ' 

où Ad{G).{h,s{x)) est l'orbite de {h,s{x)) sous l'action par conjugaison Ad{G). Ceci effectue une fixation de 
jauge i.e. js est surjective. En effet, soit (51,52) € A2. Il est possible de conjuguer gi au sous-groupe de Cartan 
H i-e il existe h & H, y € G/H tel que 51 = yhy~^. Alors Ad{G) .{gi , g2) = Ad{G).{h,y~^g2y). Ceci fixe la jauge 
seulement partiellement puisque H peut encore agir sur y par y — > yk, ce qui veut dire que nous pouvons encore 
conjuguer 52 = 2/^^.922/ par un élément de sous-groupe de Cartan. Néanmoins, puisque nous sommes dans A2, 
le centralisateur gi et 52 est trivial, ce qui implique que le centralisateur de h G H et g2 est trivial. Puisque le 
centralisateur de h £ HdGi est H, cela signifie que l'action par conjugaison de H sur 52 n'a pas d'autres points 
fixes que les éléments du centre de G. Supposons, pour la suite, que le centre de G est trivial. Alors, quitte à 
exclure un ensemble de mesure nulle de G, il existe des sections s : G/H ^ G telles que nous pouvons utiliser 
la symétrie résiduelle de l'action par conjugaison par H pour imposer que §2 soit dans l'image de s. 

Par exemple, dans le cas SL{N,C), nous pouvons exclure les points Yl^^JÎ^ ctu+i = oii l'on note aij les 
éléments de matrices, alors on peut choisir la section définie par au+i = 1 pour tout i = l,...,A'' — 1. En effet, 
c'est une bonne fixation de jauge à la fois pour l'action par multiplication à gauche (ou à droite) par H et pour 
l'action par conjugaison Ad{H). Dans le cadre plus général d'un groupe semi-simple, on décompose un élément 
g du groupe en ces composantes sur le Cartan et sur les racines 

g = eSc.>0"a-E"/ieEa<0»aJÎ«^ 

oii l'on somme sur les racines a postives et négatives avec h un élément du sous-groupe de Cartan et les " les 
générateurs de l'algèbre de Lie. Alors une bonne fixation de jauge sera par exemple Uc, = 1 pour toutes les 
racines simples. 

Au final, la fixation de jauge revient à imposer que (51,52) {h,s{x)) G H x G/ H, car nous venons de 
démontrer que tout élément de G2 peut être écrit sous cette forme. De plus, la condition que le centralisateur 
de (51,52) soit trivial est implémenté si nous demandons que 5 = s{x)hs{x)^^ ^ H. En effet, s{x)hs{x)^^ G H 
impliquerait que soit s{x) G H, soit que s{x) est une transformation de Weyl. La première possibilité est 
impossible car s{x) et h ne commute pas. Ainsi jg définit une application de Gi \ iî sur A2. La seconde 
possibilité est liée à un problème d'ambiguïté de Gribov, qui rend la définition de js ambiguë. 

Cette ambiguïté est duc au fait qu'un élément arbitraire du groupe peut être conjugué à différents éléments 
du sous-groupe de Cartan, tous reliés par l'action du groupe de Weyl W{H), qui est justement l'action par 
conjugaison résiduelle sur le sous-groupe de Cartan /f. Il y a deux manières de s'affranchir de ce problème. Tout 
d'abord, nous pouvons exiger un bon comportement de la section s sous l'action du groupe de Weyl : 

\/x G G/H, \/w G W{H), s{xw) = w-'^s{x)w. (4.7) 

Cela rend js bien définie et c'est l'hypothèse que nous utiliserons dans la suite. Ou bien, nous pouvons imposer 
que h soit dans une chambre de Weyl fixée. Dans ce cas, il suffit d'enlever tous les facteurs l/w{H) des preuves 
suivantes. 
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En utilisant cet isomorphisme, nous pouvons tirer en arrière les fonctions sur A2 (ou de manière équivalente 
les fonctions invariantes sur G2) à des fonctions définies sur Gi par j*F(xhx~'^) = F(h, s(x)). 

Définition 1. Soit une mesure fi sur A2 définie par 



F{9i,92)dfi{gi,g2) 



j:F{g)dg. 



(4.8) 



Proposition 2. Soit une fonction F L^ sur G2 pour la mesure de Haar. Nous demandons également que sa 
version invariante de jauge soit bien définie : 



'Fiai, 92)= / F{ggig \gg2g ^)dg 

JG 



Alors, nous avons : 



F{gi,g2)dgidg2 



GxG 



'F{gi,g2)dn{gi,g2), 



(4.9) 



(4.10) 



Je vais démontrer ce résultat explicitement dans le cas de SL(n,<C). La démonstration devrait pouvoir 
s'adapter a tous les groupes semi-simples. Commençons donc par introduire un lemme : 

Lemma 1. Pour g — SL(n,C), le sous-groupe de Cartan est consistué des matrices diagonales h — (Ai)i=i..„ 
avec J^j A; = 1. j4 condition que J^" ^ 7^ 0, la condition \li — \..n — 1, a-i^i^i — 1 consistué une bonne 

fixation de jauge à la fois pour l'action de H par multiplication à droite sur G et pour l'action adjointe Ad{H). 
Elle définit une section s : G/ H — > G. On a alors une extension de la formule de factorisation j^. j[ ) qui s'écrit : 



f{g)dg = 71 X 
G J H 



G/H 



f{h-h{x)h)dx 



dh, 



(4.11) 



où n est donc qu 'un facteur multiplicatif. 

Pour démontrer ce résultat, il s'agit d'analyser les propriétés de la section choisie s sous multiplication à 
gauche par un élément du Cartan. Un calcul simple prouve que pour x £ G/H et h = (Xi) G H : 

s{h~^x) = s{x)ki^}i) 

avec fcç^) = (A„, Al, .., A„_i) € H est une permutation circulaire des éléments de matrice de h. Notons le fait 
important que l'élément k ne dépend que de h et pas de x. Alors, en utilisant l'invariance de la mesure dx sur 
G/ H par multiplication à gauche, on obtient : 



H 



G/H 



f{h-^s{x)h)dx 



dh 



H 



G/H 



f{s{x)ki^^-^h)dx 



dh. 



Il s'agit maintenant de calculer le Jacobien du changement de variables k^^^^^h — > h. Compte tenu que la mesure 
dh est simplement 0"=!^ '^'^i POur h = (e"*)^, on trouve 



H 



G/H 



f{h-^s{x)h)dx 



dh^- 

n ./H 



G/H 



f {s{x)h)dx 



dh, 



ce qui permet de conclure. 



Démontrons maintenant la proposition (01. Pour cela, considérons une fonction F{gi,g2) L^ sur GxG. 
Alors : 

/ F{gi,g2)dgidg2 = j [ F{xhx~'^ , g2)\A{h)\'^dxdhdg2 

Jgxg w[n ) Jg/hxHxg 
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w{H) 



G/HxHxG 



F[xhx ^,xg2X ^)\A{h)\'^dxdhdg2 
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où nous avons utilisé la formule d'intégration de Weyl H4.2|l pour la première égalité, puis l'invariance de la mesure 
de Haar par multiplication à gauche et à droite pour la seconde. Utilisant l'identité (|4.11() sur l'intégration sur 
G2, notre intégrale peut être développée : 



1 



n X 



n X 



w{H) 
1 



G/HxHxHxH\G 



F{xhx~^,xkyk~^x^^)\A{h)\'^dxdhdkdy 



w{H) JhxH\G 
1 



G/HxH 



F{xhx ^ ,xky{xk) ^)dxdk 



\A{h)\^dhdy 



xH\G 



F{xkh{xk) ^ ,xky{xk) ^)dxdk 



G/HxH 



\A{h)fdhdy 



(4.13) 



011 nous avons utilisé le fait que H est abélien pour la dernière égalité. Puis, en utilisant la définition de la 
mesure sur G/ H (|4.1f) . nous avons finalement : 



/ Fig,,g2)dgidg2=nx ^— [ F{h,y)\A{h)\''dhdy 

JgxG W[H) JhxH\G 



où F est la version invariante de jauge de F : 



'F{gi,g2)^ / F{ggig \gg2g ^)dg. 
Jg 



(4.14) 



(4.15) 



Quitte à absorber le facteur multiplicatif n dans la définition de la mesure d/i (171 , 52 ) , ceci conclut la démonstration 
de la proposition 

Théorème 1. ^ est indépendante du choix de la section s, symétrique, invariante sous multiplication à droite 
et à gauche et invariante sous passage à l'inverse : 



c^m(5i,.92) = d^i{g2,gi) 
dfi{kgih,g2) = dfi{gi,g2) 
df^{gi,g2) = ^iA^(5^^â'2) 



(4.16) 
(4.17) 
(4.18) 



Démontrons le théorème ci-dessus pour dfi{kgi, g2) (multiplication à gauche) Il sera aisé de démontrer les 
autres propriétés de la même façon. Le plus simple est d'utiliser la procédure de fixation de jauge à la Faddev- 
Popov puis de se servir de la proposition|21 Considérons une fonction invariante F sur G2 . Maintenant choisissons 
une fonction ip sur G2 tel que '-^ip = 1 et définissons la fonction fixée de jauge F = Fip. Dans la procédure de 
Faddeev-Popov usuelle, nous choisirions une fonction tp proportionelle à une distribution ô, mais cela n'est pas 
nécessaire dans notre cas. La proposition El donne : 



Figi,g2)dti{gi,g2) 



F{gi,g2)dgidg2, 



(4.19) 



GxG 



En utilisant la liberté du choix de la fonction Lp dans la proposition [21 et le fait que si <^(5i,<?2) est une fixation 
de jauge alors (pk{gi,g2) — ¥'(^""'^51,52) l'est aussi, on obtient 



F{gl,g2)à^l{kgl,g2) 



F(k ^gi,g2)p{k ^31,32)^.91^.92 



GxG 



F{gi,g2)(p{gi,g2)dgidg2 

GxG 

Figi,g2)dK9i,92)- 



(4.20) 



Ce qui conclut que la mesure d/x définie sur A2 est bien invariante à gauche. 
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Pour un nombre quelconque de sous-groupes de Cartan 

Dans le cas de plusieurs sous-groupes de Cartan, notons-les Hi, H2, ■ ■ ■ , Hn- Gi se décompose en compon- 
santes connexes G^*-' = Ad{G).Hi, chacune étant conjuguée à un sous-groupe de Cartan Hi. Pour chacune de 
ces composantes, on choisit une section Si : G / Hi — > G et on définit l'application : 

: G«cGi ^ A2 , . 

g^yhy-' ^ Ad{G).{h,sM) ^ ' 

Avec cette application, nous pouvons définir une mesure d^i sur A2 comme dans le cas précédent par 

/ F(gi,52)d/.,(5i,52)= / j:F{g)dg. (4.22) 

JA2 JGi 

Proposition 3. Soit une fonction F L^ sur G2. Nous avons alors 

f F{gi,g2)dgidg2^ [ 52)^^(91, 52), (4.23) 
Jgxg Ja2 

avec 

^^(31,52) = V — — d/i,(<?i,52) (4.24) 
et où F est la version de F invariante de jauge : 

''F{g,,g2)= f F{gg^g-\gg2g-^)dg. (4.25) 

JG 

Soit une fonction F{gi,g2) L^ sur G x G. Alors 

Fig,,g2)dg,dg2 (4.26) 

= E^TFT / F{xhx-\g2)\A{h)\^dxdhdg2 (4.27) 

= V— i— / F{xhx-\xg2X-^)\A{h)\^dxdhdg2, (4.28) 

^ W{H,) J(G/m)xH,xG 

OÙ nous avons utilisé la formule d'intégration de Weyl (|4.2|l pour la première égalité, puis l'invariance de la mesure 
de Haar par multiplication à gauche et à droite pour la seconde. Utilisant l'identité (|4.11(l sur l'intégration sur 
G2 , notre intégrale peut être développée en 

V— / F{xhx-\xkyk~^x-^)\A{h)\^dxdhdkdy (4.29) 

W[Hi) JG/HiXHiXHiXHAG 



GxG 



^ w{Hi) Jh^xH^G 



lG/HiXHiXHiXHi\G 

F{xhx-\xky{xk)-'^)dxdk \A{h)fdhdy. (4.30) 
Utilisant la définition H4.1|l de la mesure sur G/Hi et le fait que Hi est abélien, on aboutit à 

/ F{g,,g2)dg,dg2 = E ^TTT / F{h,y)\A{h)\Hhdy 
Jgxg i w{H,) Jh,^h,\g 

= / dgj:i^F){g) 

^ w[H,) Jg(,) 

= ^^^'(51, 52)^^(51,32) 



(4.31) 



Puis, il est direct d'utiliser cette proposition pour généraliser le théorème^au cas de plusieurs sous-groupes de 
Cartan en suivant la même preuve que précédemment. 
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4.2.2 Les fleurs en général 

On veut maintenant généraliser le cas de A2 au cas A^. D'après le théorème de Rosenlich décrit dans la 
sous- section 14 . 1 . 2l il est toujours possible de choisir un ensemble dense Gh C G'' tel que le quotient géométrique 
Ah = Gfi/ Ad{G) est bien défini comme dans la proposition ^ Suivant la logique de la construction dans le cas 
à deux pétales, on définit Gh, dans le cas d'un groupe de rang 1, comme : 
Définition 2. 

G^ = {(gi,... ,g;,)eG''|3(î,j)e [l,--- (g.,5,)eG2} (4.32) 
Notons que Gh est tel que le centralisateur de n'importe quel élément de Gh est l'identité. 
Définition 3. Fixons deux pétales i,j sur la fleur à n pétales. Alors, nous pouvons définir une mesure sur Ah : 



[f{9i,92,---,gn)]= J^^^^^dfi{g,,gj) j J]^ dgtfigi, 92, ■ ■ ■ , 9n) (4.33) 



OÙ nous avons pris la mesure fixé de jauge d^,{gi,gj) pour les deux pétales fixées et la mesure de Haar sur les 
autres liens. 

Cette mesure est bien définie puisque / Y\}^^i j dgkfigi, 92, ■ ■ ■ , gn) est une fonction invariante sur Gj*"''' (et 
par conséquent une fonction sur A2, que nous pouvons intégrer en utilisant dfi{gi, gj)). 

Proposition 4. Soit une fonction F sur G". Alors nous avons 

/ F{gi,...,gn)dgi...dgn^ '^F(gi, . . . , g„)d^(gi, . . . , g„), (4.34) 
Jg" Ja„ 

où ^F est la version invariante de jauge de F : 

GF(gi,...,g„)= / Figg,g-\...,gg^g-')dg (4.35) 
Jg 

Cette proposition est facilement démontrée en utilisant la proposition |21 et l'invariance de la mesure de Haar 
sous multiplication à gauche et à droite. Elle implique le théorème suivant : 

Théorème 2. Les mesures dfi^"^^^ ne dépendent pas du choix des liens i,j et définissant donc une unique mesure 
dfj,{gi, 52, ■ ■ • , 9n) sur Ah. De plus, cette mesure est symétrique sous permutations arbitraires de gi, . . . , gn, sous 
multiplication à gauche et à droite et sous passage à l'inverse : 

dfJ.{gai,- ■ ■ ,9aJ = d^j,{gi, ■ ■ ■ ,5„), 
dii{kgih, ■ ■ ■ ,gn) = d^j,{gi, ■ ■ ■ ,5„), 
dti{gï^,--- ,gn) ^dfi{gi,--- ,gn) (4.36) 

4.3 Mesure pour un graphe quelconque 

Pour construire la mesure sur un graphe arbitraire F, on choisit un arbre maximal T, on effectue la procédure 
de fixation de jauge décrite dans le chapitre |21 pour réduire le graphe F à une simple fleur, puis on définit une 
mesure d/iT tel que pour toute fonction invariante de jauge sur F, on ait : 



dfj,Ti9i,---,gE)(t>igi,---,9E) = J d^i{gi,...,gF)<j)Ti9i,---,9F) (4.37) 

oîi d/x est la mesure sur la fleur khr = E — V+1 pétales. 

Cette définition dépend a priori du choix de l'arbre T. Je vais montrer que ce n'est en fait pas le cas. 
Choisisson pour cela, deux arbres T et U. Les fonctions fixées de jauge 0t et (j>u sont reliées par le changement 
de variables H3.7|l : 

MGP)^MGi''^ = ~jfGP) 

f£C[e]\T 
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et il s'agit de démontrer maintenant que : 

/ MgP,. . . , G^P)MgP,. . . , G^) = j MgT\. . . , G^P)MgT\. . . , G^P) (4.38) 
ou d'une manière équivalente : 

MGf\. . . , GP)4>u{Gf\. . . , gP) = / d^(Gr\ . . . , GP)<t>u{GP = G^). (4.39) 

■' feC[e]\T 

Nous allons prouver cette égalité en effectuant des changements de variables élémentaires, qui correspondent 
en fait à des changements élémentaires d'arbres maximaux. Nous allons dans une premier temps définir ces 
changements élémentaires entre arbres et montrer qu'il est possible de passer de n'importe quel arbre à un autre 
par une suite de tels mouvements. Puis je montrerai que la mesure est invariante sous de tels changements de 
variables. 

Définition 4. Soit un graphe T et un arbre maximal T. Considérons un vertex v tel qu'au moins un lien attaché 
à V ne soit pas dans l'arbre T. Appelons f ^ T un tel lien. Il existe un unique chemin dans T liant l'autre vertex 
de f au point v. Ce chemin définit un autre lien e G T attaché à v. Alors un changement élémentaire d'arbre 
consiste à échanger les liens e et f et à considérer l'arbre U = T L) f \ e. 




L'intérêt d'une telle définition repose en la proposition suivante : 

Proposition 5. Ayant choisi deux arbres maximauxT et U sur un graphe F, il existe une suite de changements 

élémentaires permettant de passer de T à U. 

Puis, le changement de variables de G^^"* à G^^^ est très simple pour un changement élémentaire et consiste en 
une simple inversion ou multiplication à gauche, ce qui simplifie énormément l'étude des changements d'arbres. 

Montrons tout d'abord la proposition précédente. Ayant choisi F et deux arbres maximaux T et U, on 
distingue 4 types de liens : les liens appartenant à la fois à T et f/, les liens dans V = T \ U les liens dans 

= J7 \ T et les liens dans aucun des deux. Il s'agit d'effectuer des changements élémentaires pour réduire les 
ensembles V et VF à Tensemble vide. Concentrons-nous sur V. Fout d'abord, il peut ne pas être connexe. On peut 
alors travailler sur chacune des parties connexes. Choisissons-en une et notons-la Vi. Vi est un arbre (puisque 
c'est un sous-graphe de T). En particulier, Vi n'est pa fermé et contient des liens ouverts (sans bouts) i.e. des 
liens lies à Vi par un seul vertex. Nous allons les enlever de Vi en effectuant des changements élémentaires, 
puis en répétant l'opération, on pourra vider comlètement Vi. Et finalement, en faisant de même avec toutes 
les composantes connexes, on pourra absorber entièrement l'ensemble T\U. 

Choisissons donc un lien e ouvert de Vi. Il a deux vertex : v à l'extérieur de Vi et w à l'intérieur de Vi. Il 
existe un unique chemin V dans U reliant ces deux vertex. Ce chemin ne passe pas par e ^ U. Dans V, il existe 
au moins un lien dans U et non dans T sinon il y aurait une boucle dans l'arbre T. 

Supposons qu'un tel lien / G U\T soit directement rattaché au lien e (par le vertex v). Alors, nous pouvons 
effectuer un changement élémentaire e / et passer à un arbre (maximal) U = U U e \ f plus près de l'arbre 
T que de l'arbre initial U. 
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Revenons maintenant au cas général. Nous avons une suite de liens /i , . . . , /„ g T nU partant du vertex v 
suivant le chemin V et aboutissant à un lien f Q U\T. Alors on effectue la suite de changements élémentaires 
sur l'arbre U échangeant les liens e <-> /i, . . . , fn-i fn, et ainsi créant la suite d'arbres maximaux Ui, . . . Un. 
Partant de v, tous les liens e, /i, . . . , sont à la fois dans T et dans C/„, /„ est dans T \ Un, f est dans 
Un \ T, et tous les autres liens revenant vers w sont dans f/„- Nous sommes donc de retour dans le cas simple 
précédent et nous pouvons procéder à un ultime changement /„ / sur l'arbre maximal Un créant ainsi l'arbre 
(maximal) U tel que l'entière boucle V de v k v est à la fois dans T et U excepté le lien / qui n'est dans aucun. 
En pratique, nous sommes partis d'une boucle avec tous les liens dans U sauf un qui est dans T (c'est le lien 
initial e), et en effectuant des changements élémenatires, nous l'avons bougé le long du chemin jusqu'à ce qu'il 
rencontre un lien qui n'est pas dans T et qu'ils "s'annulent" ensemble. 

Ceci conclut l'absorbtion du lien e : l'ensemble T \ U contient un lien de moins qvie T \ U. Maintenant, nous 
pouvons répéter la même procédure en partant du nouvel arbre U. 

A présent, il est possible de démontrer le résultat suivant : 

Théorème 3. Le Jacobien du changement de variables est 1, de telle sorte que la mesure d^T ne dépend 

pas du choix de l'arbre T. 

Ce théorème assure l'existence d'une mesure d/i^'"^ — dfiT indépendante du choix de T et par conséquent 
également indépendante des arbitraires de toute la procédure de fixation de jauge. Elle permet d'intégrer les 
fonctions invariantes de jauge et de définir l'espace des fonctions invariantes L^ sur F. Comme nous le verrons 
dans le prochain chapitre, c'est l'espace Tir des réseaux de spin défini sur le graphe T. 

La proposition |5l implique qu'il suffit de démontrer le théorème 13 pour des changements élémentaires. Con- 
sidérons donc une changement élémentaire sur l'arbre T autour du vertex v et définissant le nouvel arbre 
U — T U f \ e. Pour chaque lien a ^ U sur la fleur réduite définie par U, on définit la variable ci'^'. Il s'agit 
de les exprimer en fonction des variables G^"^'. Dans le cas a i U et i T, gP et gP sont égaux a une 
multiplication près à droite ou à gauche par G'"j^^ ou son inverse. Le seul autre cas est celui de a = e ; alors 

Gf^ = {gP)^\ Alors, utihsant les invariances de la mesure (théorèmeHJ, on peut conclure que le changement 
de variables ci-dessus a un Jacobien trivial. 
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Chapitre 5 

Définir les réseaux de spins 



Maintenant que nous avons muni les espaces invariants Ap d'une mesure (de Haar), nous pouvons définir 
l'espace des fonctions invariantes sur un graphe F. Dans le cas G = SU (2), une base de cet espace est fournie 
par les réseaux de spin SU (2). Dans ce chapitre, il s'agit de généraliser ce résultat au cas d'im groupe de Lie G 
quelconque, pour pouvoir en particulier l'appliquer au cas des groupes de Lorentz dans le cadre d'une approche 
à la Loop Gravity invariante par Lorentz. Les réseaux de spin généralisés seront définis comme les vecteurs 
propres d'un ensemble d'opérateurs Laplacicns commutants et Hermiticns. On s'attachera ensuite à discuter la 
généralisation potentielle du formalisme d'Ashtekar-Lewandowski au cas d'un groupe non-compact, en vue de 
définir un espace d'états quantiques de la connexion/géométrie en sommant sur tous les graphes F possibles. 
Je soulignerai les différences entre le cas d'un groupe compact et d'un groupe non-compact et j'expliquerai des 
possibles constructions alternatives. 



5.1 Diagonaliser les Laplaciens 

Dans cette section, je vais définir les opérateurs différentiels Laplaciens sur un graphe F. Puis je montrerai 
que ce sont des opérateurs hermitiens pour le produit scalaire défini par la mesure d^r , résultat se généralisant 
à tout opérateur différentiel invariant de jauge. Alors, les réseaux de spin seront définis en tant que vecteurs 
propres généralisés des opérateurs Laplaciens. Ce qui permettra de mieux comprendre la structure de l'espace 
d'Hilbert Hr des fonctions invariantes sur F. 



5.1.1 Opérateurs Laplacien/Ceisimir 

Soit un graphe F. Une fonction (invariante de jauge) définie sur F dépend de E éléments du groupe gi, . . . , gE- 
Dénotons par X un élément de l'algèbre de Lie et par d^" (resp. d^^) la dérivation correspondante invariante 
à droite (resp. gauche) agissant sur le j-ième élément du groupe associé au lien e : 

d^'figi,--- ,gN) = f{Xgu--- ,gN), (5.1) 
dx'figu--- ,gN) = f{9i{-X),---,gM). (5.2) 

L'action du groupe de jauge agit sur ces opérateurs différentiels par conjugaison au niveau des vertex : 

Nous nous intéressons aux opérateurs différentiels invariants de jauge. L'algèbre de ces opérateurs est générée 
par les opérateurs Laplaciens Ap*'' oii e décrit les liens du graphe F, i est un entier entre 1 et r le rang du 
groupe. Pour chaque lien e, il y a une correspondance un-à-un entre l'ensemble des Laplaciens et l'ensemble 
des opérateurs Casimir sur l'algèbre de Lie. Par conséquent, l'ensemble de ces Laplaciens forme bien une base 
complète d'opérateurs commutants. En effet, ils commutent bien entre eux puisque, pour un lien e donné, deux 
Casimirs commutent et que les opérateurs différentiels associés à deux liens différents commutent également. 
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Le but est de définir les réseaux de spin comme la base des vecteurs propres de cet ensemble complet 
d'opérateurs différentiels invariants de jauge. Pour arriver là, il faut montrer que ces opérateurs sont Hermitiens 
pour la mesure d/j,^^^ construite dans le chapitre précédent. Je vais donner la preuve dans le cas des opérateurs 
Laplacicns Ae = J2i '^xl ^xl (noté plus simplement Ag = d^' .d^^ ) où Xi dénote une base orthonormale de 
l'algèbre de Lie. Le cas général est similaire, mais nécessite des notations plus lourdes. 

La mesure dji^^^ étant définie sur la fleur réduite correspondant à F, il faut suivre la procédure de fixation 
de jauge définissant les variables "réduites" Gi,. . . ,Gf sur la fleur et exprimer les opérteurs Ag en fonction des 
dérivées df''^ par rapport à ces nouvelles variables. 

Pour commencer, regardons l'exemple suivant : le cas d'une fleur à deux pétales issue soit du graphe G soit 
du graphe à lunettes. Fixons de jauge le graphe Q : 
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Fixant de jauge à partir du point A, nous avons Gi = gig^^ et G2 = 929^^- H est facile de vérifier que 
= , d^- = et = + d^^ ; et par conséquent que Ai = Li, A2 = L2 et A3 = Ài + À2 + 2À12, 
avec Â12 = d^.d^. 

Dans le cas du graphe à lunettes : 

Nous avons Gi = gi et G2 = 939293^- Ce qui donne Ai = Ai, A2 = A2 (car le Laplacien est invariant sous 
l'action de Ad{G)) et A3 = {d^ - d^f. 

Dans le cas général, pour un lien e fixé, s'il existe un arbre maximal T qui ne contient pas e, alors e ^ T 
sera aussi sur la fleur réduite et Ag sera simplement le Laplacien Ae avec les dérivées par rapport à la nouvelle 
variable Gg sur la fleur. 

Ce qui arrive aux liens qui sont dans tous les arbres possibles, tel le lien au milieu du graphe à lunettes, est 
un peu plus délicat. Considérons un tel lien e et fixons de jauge à partir de son vertex source v = s{e). Alors 

est égale à la somme des df sur les liens / dont la boucle correspondante (liant v au lien /) commence par 
le lien e et pour les liens dont la boucle se termine par le lien e. 

Dans tous les cas, les opérateurs différentiels initiaux Ag s'écrivent comme une somme d'opérateurs A^^ = 
Bp.dj^ et Afj^ = d^.dj^ où i,j — f , • • • ,g. Ces opérateurs sur G'^ sont invariants sous l'action diagonale de 
Ad{G). Cela peut se montrer facilement en partant du fait que l'invariance de jauge d'une fonction <^r est 
équivalente à l'équation 

( E 9''^+ E d''')<t> = 0, (5.3) 

e\s{e)=v e\t{e)=v 

valable en chaque vertex v. Choisir un arbre (maximal) revient à utiliser ces équations pour exprimer toutes 
les dérivées sur les liens de l'arbre en fonction des autres dérivées ' . Cela nous laisse alors avec une unique 

relation : E!Li(âf + 4^)'/' = «• 

Maintenant que nous avons défini les opérateurs Laplaciens et étudié leur structure en détails, nous allons 
montrer qu'ils sont Hermitiens et nous allons définir les réseaux de spin. 

5.1.2 Réseaux de Spins comme vecteurs propres et la structure de Tir 

Théorème 4. Les opérateur Laplaciens A^^ et Aj^^ sont Hermitiens pour le produit scalaire défini par la 
mesure dfih, h>2. 



5.1. DIAGONALISER LES LAPLACIENS 
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Je vais donner la démonstration pour A.^ = A.^^. La preuve pour les opérateurs LR se fait exactement de 
la même manière. 
Considérons 

/ ((pÀiî/' - i'A,^)dnh (5.4) 
où Tp sont des fonctions invariantes de jauge. Introduisons une fonction 0, pour fixer la jauge, telle que 

^dg = 1, (5.5) 

où ^4){gi, ■ ■ ■ ,gN) = 0(5.9i5~\ • • • ,99Ng~^)- L'intégrale se ré-écrit : 

{(pÀiip-i>Ài(p)(l>dgi---dgh. (5.6) 

Grâce à l'invariance de la mesure de Haar sous multiplication à gauche, nous pouvons intégrer par parties les 
dérivées invariantes à droite. Enlevant les symboles ^ pour alléger les notations, on obtient : 

/ {ipA^ - ^JjAip)dti = f ^d§-jpd^'.(j}-ipd§'2pd§'jj)dgi---dgh. (5.7) 

Nous pouvons factoriser le premier terme : 



dgi---dgh'ipd^](pd^](j>= 1 V 



dgSd^''ip3d§[, 



dfih, (5.8) 



où nous avons utiliser la définition de la mesure invariante Q et = V'- Ensuite, utilisant la propriété des 
dérivées 

'dxA^dAd[g)~^.x^'^, (5.9) 
et l'invariance de l'opérateur différentiel quadratique 

E ® dU,yx. dl (5.10) 

i i 

on obtient : 



j ^ j dgdx.'^vdx.^dg 
JAt, Jg 



à^lh■ (5.11) 



Finalement, puisque ^ip — ip {ip étant invariante de jauge) et que la condition H5.5|l implique dxi J ^'t'dg = 0, 
nous pouvons conclure que l'intégrale H5.4(l est nulle. 

Définition 5. Les opérateurs Ag formant un ensemble d'opérateurs Hermitiens commutants deux à deux sur 
l espace d'Hilbert L2(d/i(r))^ 

nous pouvons les diagonaliser dans une base commune, et leur vecteurs propres 
forment une base orthonormale de L^(d/z^'"-'). On appelle ces vecteurs propres les réseaux de spin ou spin 
networks. 

Dans le cas (très probable) où une des valeurs propres fait partie d'un spectre continu, ces vecteurs propres 
doivent être considérés comme des vecteurs généralisés (5-normalisable, donc en tant que distributions invariantes 
et non des fonctions invariantes. 

Nous obtenons ainsi une base de fonctions/distributions labellées par les valeurs propres des opérateurs 
Laplaciens -les Casimirs du groupe- sur chaque lien du graphe. Autrement dit, si on appelle dp{X) la mesure 
spectrale de l'opérateur Laplacien, on peut écrire : 

Hr = L2(d/i(i^)) = ©e f dpiXe) ®. /.(A), (5.12) 
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où ly (A) correspond à la dégénéréscence des espaces propres labellés par la famille de valeurs propres {Ag, e € F}. 
Ji,(A) est habituellement associé à l'espace des entrelaceurs (vecteurs invariants) entre les représentations portées 
par les liens se rencontrant à un vertex v. 

On fait correspondre habituellement une représentation de G à un ensemble de valeurs propres des Laplaciens 
correspondant à un lien donné. Ainsi on obtient un vecteur décrit comme un graphe dont les liens portent 
chacun une représentation de G. Cela fonctionne sans problème par exemple pour G = SU {2), car il y a alors 
une bijection entre les valeurs possibles du Casimir et les représentations unitaires irréductibles (de dimension 
finie). Dans le cas général, cela n'est plus aussi certain et plusieurs représentations peuvent avoir les mêmes 
valeurs des Casimir. Par exemple, dans le cas de SL(2,]R), la série des représentations discrètes donne deux 
représentations pour une même valeur du Casimir. Par contre, dans le cas de SL(2,C), les représentations 
unitaires sont uniquement déterminées par les valeurs des 2 Casimirs. 

Maintenant, pour regarder de plus près la structure de /«(A) et pourquoi la dégénérescence (mis à part 
celle associée à la correspondance "valeurs propres des Casimirs ^ représentations" ) est associée aux vertex du 
graphe, il convient de déplier les vertex du graphe F. Par cela, j'entends remplacer chaque vertex par un arbre 
(minimal) trivalent. Pour un vertex donné v, cela est possible en regroupant les liens se rencontrant en v deux 
par deux, en créant un vertex trivalent pour chacune de ces paires, puis en répétant le processus jusqu'à un 
vertex trivalent final. Cette procédure permet de définir un graphe déplié Tq. Puisque les fleurs correspondants 
à F et Fo sont les mêmes, on a L^(d^('"^) = L^(d/i('"'')) Qn construit alors les réseaux de spin sur Fq labellant 
tous ses liens, donc à la fois les liens originaux de F et les liens internes aux vertex de F. On a ainsi accès à la 
structure interne des vertex des réseaux de spin et tout le problème est ramené à étudier les vertex trivalents 
i.e. les entrelaceurs trivalents. Dans le cas de G = SU{2), ces entrelaceurs sont uniques (à normalisation près) : 
ce sont les coefficients de Clebsh-Gordan. Malheureusement, dès que le rang du groupe grandit un peu, l'espace 
des entrelaceurs peut être de dimension infinie (comme pour sZ(3,M)). 

Au final, cette construction des réseaux de spin pour un groupe de Lie arbitraire reproduit bien la structure 
attendue des réseaux de spin, similaire au cas SU(2) qu'il permet d'ailleurs de retrouver entièrement. Cela nous 
permet donc de comprendre la structure de ces observables (fonctions cylindriques de la connexion) des théories 
de jauge dans le cas où le groupe de jauge est non-compact. Le raisonnement met également en relief les points 
délicats qui peuvent se poser lors de l'application de ce formalisme général à des cas particuliers. 

5.2 L'espace d'Hilbert des réseaux de spins 

5.2.1 La différence compact ^ non-compact 

Dans le cas du groupe compact SU (2), il est possible de coller tous les espaces d'Hilbert des connexions sur 
des graphes en un seul espace d'Hilbert décrivant les états quantiques en tant que fonctionnelles sur un espace 
de connexion généralisée. Ceci est obtenu au travers des méthodes projectives expliquées dans la section 1^.1. 21 
pouvant être généralisées à tous les groupes compacts (HOI- Cependant elles ne s'appliquent pas directement 
au cas des groupes non-compacts, le problème principal étant que les mesures invariantes d/zr définies sur 
les graphes ne sont pas compatibles avec la structure de projections/injections définies entre les espaces de 
connexions discrètes A-p- 

Néanmoins, on peut toujours construire le grand espace d'Hilbert comme somme de tous les Tir- H existe 
une différence de taille entre les groupes compacts et les groupes non-compacts : la représentation triviale (j = 
dans le cas G — SU{2)) n'est pas et n'intervient pas dans les labels des réseaux de spin pour les groupes 
non-compacts. Ainsi, si on compare la situation avec le cadre de la construction GNS décrite comme alternative 
à la construction d'Ashtekar-Lewandowski dans la section l!!.1.2l nous avons directement construit les espaces 
Tir, générés par les réseaux de spin labellés par aucune représentation triviale. De ce point de vue, nous n'avons 
pas besoin d'injecter les espaces les uns dans les autres et nous n'avons pas besoin de quotienter. Nous pouvons 
donc construire l'espace d'Hilbert des états quantiques de la connexion en tant que somme directe : 



r 



(5.13) 



5.2. L'ESPACE D'HILBERT DES RESEAUX DE SPINS 
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Il reste cependant une ambiguïté de normalisation dans la somme ci-dessus : nous pouvons a priori normaliser 
les espaces Tir indépendamment les uns des autres. Cette liberté dans la normalisation relative des espaces 
d'Hilbert est due à l'ambiguïté de normalisation de la mesure de Haar. Dans le cas compact, nous pouvons 
imposer qu'elle soit une mesure de probabilité |52| et la normaliser pour que le groupe ait un volume unité. Cela 
n'est plus possible dans le cas des groupes non-compacts. 

Néanmoins, vue la définition des mesures sur les fleurs, il est naturel d'imposer que la mesure de Haar utilisée 
partout (par toutes les fleurs, tous les graphes) soit toujours normalisée de la même manière. Plus précisément, 
si on considère une fonction sur G^""'""'^-' /Ad(G), nous pouvons intégrer un de ses arguments en utilisant la mesure 
de Haar et nous obtenons une fonction sur /Ad{G). Il est naturel de demander à ce que les intégrales de 
ces deux fonctions soient identiques. Cet argument fixe la mesure de Haar à une constante près et si nous la 
multiplions par un facteur a, alors toutes les mesures d/i„ prendront un facteur a*-"^^-*. On peut considérer se 
fixer un facteur a comme un choix d'échelle dans notre théorie physique. 

Une autre manière de procéder consiste à remarquer que, bien que Tiinv ne semble pas être un espace L^, 
il ressemble fortement à un espace de Fock. Dans ce cadre, les injections/projections de l'approche d'Ashtekar- 
Lewandowski seraient remplacées par des opérateurs d'annihilation et de création, supprimant et créant des 
boucles, qui agiraient comme des isométries entre les différents espaces d'Hilbert Tir — L'^ {G^ / ) — L'^ {G'''^ / Ad{G)) 
et fixeraient les normalisations relatives. Plus précisément, considérons un graphe limite Fœ d'une suite de graphe 
(Fi)igN, Ti € Q telle que F.^ -< Ti^i (avec inclusion stricte) alors l'espace 



semble exactement être un espace de Fock où l'addition d'une boucle/pétale serait un opérateur de création. 

La difficulté de munir d'une structure d'espace de Fock provient de la symétrie de jauge résiduelle 

non-compacte Ad{G). Une fixation de jauge naturelle serait d'effacer cette symétrie résiduelle en considérant les 
fonctions cylindriques invariantes de jauge à tous les vertex sauf en un vertex particulier A. Ainsi, en suivant la 
procédure de fixation de jauge décrie dans le chapitre 13 l'espace des connexions à support sur le graphe serait 
simplement G'^'''^ et l'espace d'Hilbert correspondant L'^{G®^^ ,dg^^^) (la mesure est donnée simplement par 
la mesure de Haar sur G). Il est alors facile d'empiler ces espaces pour former un espace de Fock JF, en sommant 
sur les graphes. Les états (quantiques) de la connexion seraient, dans ce cadre, des ensembles de boucles de 
point de départ A (des fieurs autour de A). Les opérateurs de création et d'annihilation seront les opérateurs 
usuels permettant de passer de L^{G^) à L^{G^'^^), créant ou détruisant une boucle partant de A. De ce 
point de vue, !F représente les fluctuations de la connexion autour du point A. Mais alors comment restaurer 
l'invariance de jauge au point A ? L'imposer directement sur cause des divergences. A la place, nous pourrions 
nous placer au point A, ignorer l'invariance de jauge et imposer que les états considérés se transforment selon 
une représentation fixée de G. Cela reviendrait à introduire une particule en A ou de manière équivalente un 
observateur. Mais ceci est une question d'interprétation physique ne permettant pas de résoudre le problème 
mathématique de construire un espace de connexion généralisée pour un groupe non-compact. 

5.2.2 Un espace de Fock : théorie de jauge sur G 

Nous voulons coller les espaces L'^ {G" / Ad{G)) ensemble. Une analogie très utile est d'interpréter ces espaces 
comme espaces d'états de particules sur un groupe G |nS|- En fait, L'^{G^, (dg)") - dg est la mesure de Haar 
sur G - est l'espace correspondant à une particule libre vivant sur le groupe G" ou, de manière équivalente, n 
particules libres sur le groupe G. Son action est fonction de la trajectoire g{t) : R ^ G" : 



Cette action est invariante sous multiplication (constante) à droite et à gauche dans G". On peut procéder à 
l'analyse Hamiltonienne du système. L'espace des phases est le fibré cotangent du groupe G. L'équation du 
mouvement est : 



(5.14) 




(5.15) 



dt{g-'dtg) - 



(5.16) 
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On choisit tt^'^ = g~^dtg comme moment conjugué (à la place du moment canonique). C'est la charge de Noether 
associée à l'invariance à gauche. Les solutions sont alors paramétrées comme 

5so,7r(o(i) =ffoexp(7r(')t). (5.17) 

Ce sont les géodésiques sur le groupe. On peut également choisir le moment à droite défini par ir^^^ = —dtgg~^- 
Alors les trajectoires solutions s'écrivent 

ffso,.wW -cxp(-^('^)t)5o. (5.18) 

Le crochet de Poisson est : 



{9,9} = 

{.9,^^^} = Xg (5.19) 

- - (0 



où on note g, g des cléments du groupe, X,Y sont dans l'algèbre de Lie et tt^-* = Tr(X7r^'^) est la composante 

de 7r('' dans la direction X. 

On peut alors créer l'espace de Fock des états de particules libres : 

^ = 0L2(G"), (5.20) 

ra>0 

qui prend en compte les états à différents nombres de particules. On peut écrire explicitement les opérateurs de 
création a]^ et d'annihilation a,p, ajoutant ou retirant une particule à un état (symétrisé) à n particules, noté 

{a^il)){gi,g2,...,gn-i) = j dgnil>{gi,g2, ■ ■ ■ ,gn)'^{gn) (5.21) 

(aî,V')(5'i, 52, • • • , 9n+i) = ^ ''Pigi, gi-i,gi+i, gn)f{gi)- (5.22) 

i 

Il est aussi possible d'écrire une théorie de champs libre correspondant à cet espace de Fock. Pour cela, 

définissons les opérateurs champs $(.g) = ag et $^(.9) = , où 5g est la fonction delta de Dirac au point g. 
Alors l'opérateur impulsion totale, comme agissant sur l'espace d'Hilbcrt à particules, s'exprime en fonction 

des opérateurs champs : Yh=i t^'^x'^'^ — /g '^5^^(5')(~*^x^'^^)^(5)> V^^"^^ est l'opérateur dérivée invariante 
à gauche/droite dans la direction X. De la même manière, on peut écrire l'opérateur Hamiltonien : 

JT = - / dg'^\g)^<^{g). (5.23) 

JG 

L'action gouvernant la quantification et la dynamique du champ s'écrit en fonction d'un champ ^{t,g) (dans 
r "espace-temps" formé par M x G) : 

Sm,g)]= [ dtdg^^{g)ii-^+AMg). (5.24) 

Il s'agit maintenant de suivre les mêmes étapes dans le cas de particules jaugées, pour lesquelles on impose 
une symétrie globale sous Ad{G). Ceci peut être pris en compte en introduisant un champs de jauge A à valeur 
dans l'algèbre de Lie G. Alors l'action devient^ : 

5gaugedto(i)€G",A] = -\jdm{{g-^dtgf) 

+ j dm {{gdtg-^)A + A{g-^dtg) + gAg-^A - A^) (5.25) 
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Cette action est invariante sous des transformations de jauge Ad{G) définies par des fonctions arbitraires h{t) 
à valeurs dans G : 

{ 1 -> hAh-Khdth-^ ^^■'^^^ 

L'espace des états de notre système est alors L'^ {G^ / Ad{G)) . Dans le cas de ces particules jaugées, nous aimerions 
écrire, comme dans le cas des particules libres, des opérateurs de création et d'annihilation, et construire ainsi 
une théorie de champs correspondante. Le problème réside dans le changement de la symétrie : la symétrie 
L"^ {G"" / Ad{G)) est une symétrie globale Ad{G) du système à n particules et il n'est pas aisé de trouver un 
équivalent de cette invariance au niveau des espaces de Fock. Une analogie possible serait d'étudier un système 
de N particules dans l'espace-temps invariant sous transformation globale de Poincaré. Coller ces espaces à N 
particules n'est pas chose facile. 

La méthode la plus simple pour écrire des opérateurs de création et d'annihilation consisterait à fixer de 
jauge. Ainsi, commençant par un graphe F appliquant la procédure de fixation de jauge, nous avons montré 
que l'espace L^(Ar) est isomorphe à L^(G'''^"^). Par conséquent, l'espace associé à un graphe limite serait 
l'espace de Fock somme/limite de ces L^(G''^~^). Dans ce contexte, les opérateurs de création et d'annihilation 
reviendraient bien à ajouter et enlever une boucle au graphe. Il faudrait sans doute pousser ces idées plus loin 
pour comprendre la structure de ces opérateurs de champs. Notons tout de même que l'action pour la théorie 
de champs de ces particules jaugées s'obtient en rajoutant le terme 

y dtd5^(t)(v(')-vW)$(5,t) 

à l'action (|5.24|) où A{t) est un champ de jauge. 

5.2.3 Une Représentation de l'algèbre des holonomies ? 

Pour conclure la discussion sur l'espace d'Hilbert des fonctionelles cylindriques de la connexion dans le 
cas de groupes non-compacts, il faut mentionner que, dans l'approche suivie ici, l'accent a été mis sur les 
opérateurs dérivées, qui fournissent une représentation des opérateurs formés à partir de la triade/tétrade 
dans le cadre de la Loop Quantum Gravity (voir partie I pour plus de détails). Il faut également discuter si 
l'espace d'Hilbert construit Tiinv — ®reç porte aussi une représentation des observables de la connexion, 
tel l'algèbre des fonctionnelles cylindriques -ou réseaux de spin- elles-mêmes en tant qu'opérateurs Hermitiens 
(pour les observables réelles). 

A priori on s'attend à ce qu'elles soient représentées par des opérateurs multiplication sur l'espace d'Hilbert 
des réseaux de spin. Mais, comme d'habitude, dans le cas des groupes non-compacts, nous sommes confrontés à 
des problèmes de divergence. En effet, àn au caractère distributionnel des fonctionnelles réseaux de spins dans le 
cas de groupes non-compacts, il est délicat de multiplier deux paquets d'onde ou fonctionnelles cylindriques 
dans la base des réseaux de spin. Une autre approche est décrit dans "Sî pour le cas de SL(2, C) (et les résultats 
s'appliquent également au cas de SL(2,R)). Les réseaux de spin SL(2, C) sont labellés par des représentations 
unitaires de SL(2, C), qui sont de dimension infinie et labellés par un paramètre (valeur propre du Laplacien) 
continu, que l'on note p. A la place de représenter ces quantités, on peut s'intéresser à représenter des réseaux de 
spin labellés par les représentations irréductibles de dimension finie. Ils sont labellés par des paramètres discrets, 
ici notés n, et ne sont bien siir plus des fonctionnelles cylindriques L^. Néanmoins, on peut les faire agir sur 
Tiinv Faire agir un réseau de spin n sur un paquet d'onde f(p) holomorphe (cela correspond plus ou moins à 
une fonctionnelle cylindrique à support compact sur l'espace des orbites) revient à shifter / à f{p + in). Il est 
alors possible de vérifier que cet opérateur est bien défini et est Hermitien. Il serait bien de pouvoir étendre 
cette approche au cas d'un groupe G générique et montrer que l'espace invariant de jauge Ti-mv porte bien une 
représentation des observables réelles de la connexion (réseaux de spin) sous la forme d'opérateurs Hermitiens. 

Finalement, nous avons décrit la structure de l'espace des fonctionnelles cylindriques de la connexion, pour 
un groupe de Lie G "quelconque". Cette espace correspondant aux observables d'une théorie de jauge, l'espace 



^Nous avons modifié légèrement l'action proposé dans l53l . 
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des fonctionnelles (pour la mesure invariante construite ici) forment l'espace des fonctions d'onde ou états 

quantiques de la théorie. Et nous avons exhibé la base des réseaux de spin, qui diagonalise les opérateurs Lapla- 
ciens/Casimir du groupe G. Maintenant, dans le dernier chapitre de cette partie, je vais illustrer le formalisme 
général développé jusqu'ici dans les cas particuliers les plus simples, mais également les plus utiles pour la 
quantification de la relativité générale. 



Chapitre 6 

Des exemples utiles 



Le sujet de ce chapitre est l'application des techniques développées précédemment aux théories de la gravité. 
Par conséquent, je vais développer les exemples des fonctions cylindriques pour les groupes SL(2,C), SL(2,]R) 
et SU(2). En effet, SL(2,C) correspond au groupe de Lorentz en 3 + 1 dimensions, SL(2,]R) est le groupe de 
Lorentz pour la gravité en 2 + 1 dimensions et SU(2) est à la fois le groupe de jauge de la Loop Quantum Gravity 
(en 3 + f dimensions) et le groupe de symétrie pour la gravité Euclidienne en 3 dimensions. 

La méthode est de dériver tout d'abord les résultats dans le cadre de SL(2,C), dont la structure est rel- 
ativement simple (un unique sous-groupe de Cartan), puis de dériver les cas de SU(2) (pour vérifier que l'on 
retrouve bien les résultats usuels) et de SL(2, R) (qui est un peu plus complexe à cause de ses deux sous-groupes 
de Cartan). Je décrirai le cas à une boucle, qui revient en fait à étudier les caractères des représentations des 
groupes, et le cas de la fleur à deux pétales, puisqu'il est à la base de la construction pour toutes les fleurs. 



6.1 La Boucle 

Le cas à une boucle revient à étudier l'espace G/Ad{G), qui est singulièrement différent des autres espaces 
G'^/Ad{G) ^ G^^^ pour h>2.l\ est néanmoins très intéressant puisque c'est l'espace des fonctions cylindriques 
invariantes de jauge le plus simple et que nous sommes supposés retrouver les caractères des représentations 
unitaires comme base de l'espace {G / Ad{G)) . 



6.1.1 Les Caractères de SL(2, C) 

Considérons le cas du groupe SL{2^'C). Il s'agit de décrire le quotient {SL{2,'C))/ /Ad{SL{2,<C)) tel que 
défini par la géométrie algébrique dans la soiis-section 14. 1 . ^ 

Nous noterons 5 = ^ ^ S SL(2, C). L'algèbre C[SL(2, C)]^'"''^'"'^ des polynômes invariants sous l'action 

adjointe est générée par 

X{9) = \tr{g), 

la trace étant prise dans la représentation fondamentale i.e. tr[g) = a + d. En effet, les polynômes invariants sont 
des combinaisons linéaires des tr{g"'). De plus tr[g^) s'exprime comme un polynôme en X grâce à la relation 
g"^ — tr{g)g -|- 1 = 0. Plus précisément tr{g"-) — T„(X) où T„ sont les polynômes de Chebichev du premier type. 
Par conséquent, le spectre de l'algèbre affine des polynômes invariants est simplement C et le morphisme vers 
le quotient est la trace. 

De plus X^^{x),x ^ ±1 est exactement une orbite d'un élément (strictement) régulier. Et 



x-\±i)^{±id}u!^±(^l ^ )|zec|u|±(^ ^ J 



contient plusieurs orbites, mais seules celles de plus ou moins l'identité ±Id sont fermées. Notant Gi = {g\X{g) ^ 
±1}, on peut donc considérer SL(2, C)//v4d(SL(2, C)) comme le quotient géométrique de G\ U ±Jd par Ad(G). 
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La mesure yld(G)-invariante (la mesure de Weyl) est induite par la mesure de Haar sur SL(2,C) et s'écrit : 

/i(/)- / \X'-l\f{X)dX (6.1) 
Je 

où l'intégration se fait sur le plan complexe privé de l'intervalle réel [—1,+!] avec la mesure de Lebesgue 
habituelle sur C. Plus explicitement, SL(2, C) a un unique sous-groupe de Cartan H consistant en l'ensemble 
des matrices diagonales {diag{X, X~^), X G C*}. Le groupe de Weyl est Z2 et diag{X, X~^) est conjugué à 
diag{X~^, A). La formula d'intégration de Weyl s'écrit : 



/ f{9)dg= f dh f f{xhx'^)dx 

JSL(2,C) JH JSL(2,C)/ff 



\A{h)\\ (6.2) 



La mesure invarainte est obtenue en enlevant l'intégration redondante sur SL(2, C)/ H et en intégrant seulement 
sur H. Alors on retrouve la mesure H6.1|l . 

La série principale de représentations unitaires de SL(2, C) est une famille de représentations unitaires 
irréductibles de SL(2,C) indexés par des couples {j,p) avec j G Z/2 et p e R. Elles sont réalisées dans L^(C) et 
l'action Rj^p de SL(2, C) est : 

2j 



avec z e C et / e i^(C). Les caractères sont les traces des éléments du groupe dans ces représentations et sont 
donnés par : 



En utilisant la mesure (|6.1|l avec X = (e^+*^ + e^^^*^)/2 et effectuant le changement de variables vers x,0, il 
est rapide de vérifier que 

Ai (Xii,piXj2,P2) = Sjis^KPi - P2). (6.5) 
Donc les caractères de ces représentations forment bien une base^orthonormale (en tant que distributions) de 
l'espace d'Hilbert L^{Ai) = L2(sl(2, C)//Ad(SL(2, C))). 

6.1.2 Les Caractères de SU(2) 

Le cas de SU{2) est très similaire au cas de SL(2,C). C'est une certaine section réelle de SL(2,C). Il y a un 
unique sous-groupe de Cartan H consistant en les matrices diagonales 

f e''^ \ 

Le groupe de Weyl est Z2 : hg est conjugué à son inverse h-e- La mesure invariante par SU (2) est : 

Ms[/(2)(/) - - dX^/l-X^f{X) = - r desinHfiO) (6.6) 

avec X = l/2tr{g) = cos9. C'est-à-dire que l'on restreint le cas SL(2, C) aux configurations X e [— 

Une base orthonormale de L'^ {SU {2) / Ad{SU (2))) est fournie par les caractères des représentations irréductibles 
unitaires (de dimension finie) de SU{2) : 

sm{j + 1)0 

sin(g) (^-^^ 

où j décrit N (l'entier est le double du spin usuel). Effectuant un changement de variables de X à 6*, il est facile 
de vérifier la propriété d'orthonormalité : 

f^su(2){XjXk) = Sjk- (6.8) 



^En fait, les représentations {j,p) et {—j, —p) définissant les mêmes caractères, il faut se restreindre par exemple à j > pour 
obtenir une base. 



6.1. LA BOUCLE 
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6.1.3 Les Caractères de SL(2, M) 

SL(2,M) est le groupe de Lorentz en 2 + 1 dimensions et peut s'obtenir aussi comme une section réelle de 
SL(2, C). Cette fois-ci, l'étude est plus compliquée car nous avons maintenant deux sous-groupes de Cartan. Le 
premier est compact et correspond aux rotations d'espace (rotations dans le plan) : 

H,^lko^( Zi),0<e<2n\. (6.9) 



— sm cos 

Le second est non-compact et correspond aux boosts : 

iïi = ± |a, = Q e"^* ) ' * ^ ^} ■ (^-It^) 

Le groupe de Weyl W{Ho) est trivial mais on a toujours W{Hi) = Z2, at étant conjugué à a-t. Un élément 
régulier de SL(2,R) est soit conjugué à Hq soit à Hi. Une fonction invariante sous Ad{SL{2,M.)) f sera donc 
décrite par son action sur les deux sous-groupes de Cartan i.e. par deux fonctions fo{0) et f^{t),t > 0. 

Pour construire la mesure, il s'agit de diviser par les volumes de G/Hq et de G/Hi. Ces deux volumes sont 
en effet infinis. Malheureusement, le problème est compliqué par le fait que le rapport de ces deux volumes est 
lui aussi infini (dû au fait que est compact alors que Hi est non-compact). Cela résulte en une ambiguïté et 
nous obtenons une famille à un paramètre de possibles mesures invariantes sous j4(i(SL(2, M)) : 

/'27r r + 00 

MSL(2,R)(/) =«0 / ddsin'9fo{e)+ai dt sinh^ t (t) . (6.11) 

La propriété formelle que nous voulons que la mesure satisfasse est 



^^i''f)^ / dgfig) (6.12) 



G 

OÙ f dénote la fonction moyennée par l'action Ad(SL(2,IR)) d'une fonction / à support compact. Le point 
subtil est que le centralisateur pour l'action A(i(SL(2,M)) d'un élément du groupe générique est (conjugué) soit 
à Hq soit à Hi dépendant sur l'élément du groupe en question. Par conséquent, la procédure de moyennage 
devrait prendre en compte ce fait. Ainsi fo (resp. /i) étant à support sur l'espace G(o) (resp. G(i)) des éléments 
du groupe conjugués à Hq (resp. Hi), nous définissons : 

Mg ^ xhiX^^) = / dxi f{xihiX^^). (6.13) 

JG/Hi 

Dans ce cas, il est direct de voir, en utilisant (|4.2(l . que (|6.12|l est satisfait par l'unique choix ai — 1. 

Mais cela n'est pas tout. En effet, le moyen le plus simple de construire une mesure invariante est de choisir un 
cutoff A et des sous-ensembles compacts G\ de G, tel que la suite des G\ soit un suite croissante, "remplissant" 
G quand A tend vers l'infini : 

limx^aoGx = G. 

Alors on obtient une mesure invariante dans la limite infinie i.e. 

M/)-lim%^^, (6.14) 

pour une fonction / invariante par G. Cette mesure limite correspond au choix (ao = 1, ai = 0) : cette mesure 
donne un poids nul aux fonctions à support sur G(^iy 

La manière de réconcilier ces deux points de vue est d'accepter les différences entre Hq et Hi. On définit 
ainsi deux espaces d'Hilbert différents : l'espace Hq des fonctions à support sur G(o) et défini par la mesure 
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(«0 = l,Q!i = 0) et l'espace Tii des fonctions à support sur Gj^i) et défini par la mesure (ao = 0, ai = f). 
Ceci prend en compte le fait que l'espace quotient par A(i(SL(2,M)) n'est pas connexe avec des volumes de 
centraliseurs incommensurable. En pratique, cela signifie que les deux secteurs ne peuvent pas communiquer 
i.e. qu'il n'existe pas d'opérateurs physiques reliant les états physiques des deux secteurs. Ceci a été montré 
rigoureusement par Gomberoff et Marolf dans |55j dans un contexte similaire en utilisant le vocabulaire de group 
averaging et de rigging maps. 

SL(2,R) a trois séries principales de représentations unitaires : la série continue Cg labellée par un nombre 
réel positif s et deux séries discrètes (conjuguée complexe l'une de l'autre) toutes deux définies par un entier 
n > 1. Les caractères de la série continue sont : 

Xs{k0) = O (6.15) 



I sinht 

et les caractères des séries discrètes T>^ sont 



Xs{±a,) ^ (6.16) 



±i{n-l)9 



xt{ke)^T \. . „ (6.17) 
2i sm 

g_(„^i)|t| 

Xni'^t) ~ ... avec un facteur (—1)" pour — a*. (6.18) 
2 sinii i 

Vue la formule pour les mesures, il est clair que les caractères des séries discrètes (resp. de la série continue) 
sont orthonormaux dans l'espace d'Hilbert Tio (resp. Tii). De plus, tous ces caractères sont des vecteurs propres 
du Laplacien. En effet, le Laplacien s'écrit : 

1 92 . „ 1 „ . 1 52 . , 1 



— • /, sin + - sur , A = - . , prsinh^: + - sur Hi pour t > 0. (6.19) 

Ainsi la valeur propre correspondant à Xs est + 1/4 et celle correspondant à xt est m(l — m) où l'on note 
m = n — 1/2. De plus, on remarque que, pour une mesure générique H6.11|l pour des {ao,ai) arbitraires, les 
caractères Xn des séries discrètes ne sont pas orthonormaux, ce qui serait en contradiction avec le fait que la 
Laplacien est Hermitien. La seule mesure cohérente est alors le choix («o = 1,q;i = 0), qui donne l'espace 
d'Hilbert Hq, qui est donc la seule mesure possible quand on considère les séries discrètes. 

En fait, le problème est plus profond et la question est à propos du domaine de définition du Laplacien A. 
On étudie son action sur les espaces Tio et Tii pour tenir compte du moyennage par Ad{G), mais le problème 
des valeurs/vecteurs propres n'est bien défini qu'en se plaçant sur les distributions sur tout le groupe G (prenant 
en compte les rotations nulles, qui sont des éléments non-réguliers). L'étude des distributions invariantes sur 
tout le groupe G (au heu de G(o) IJG(i)) est à la base des travaux, lancés par Harish-Chandra, sur l'analyse 
harmonique des groupes non-compacts [Sïï]. Ainsi la "queue" des Xn sur G(i) est due aux conditions à la frontière 
(régularité sur les rotations nulles) dans le problème aux valeurs propres. 

Finalement, le cas de la boucle -le graphe à une pétale- est assez compliqué dû au fait que l'espace Ai n'est 
pas connexe, puisque nous avons exclus les rotations nulles du groupe. Pour les fleurs à plus de pétales, la 
situation sera heureusement plus simple car le centraliseur d'un point générique de G'' sera G. Ainsi la question 
de "recoller" les rotations nulles (éléments non-réguliers) pour le problème aux valeurs propres sera plus facile 
à étudier, comme nous allons le voir dans le cas de la fleur à deux pétales. 



6.2 Les fleurs à 2 pétales 

L'étude du cas de la fleur à deux pétales est essentielle étant donnée la construction de la mesure décrite 
dans le chapitre 01 En effet, la mesure de la fleur à deux pétales permet de construire directement la mesure 
sur toutes les fleurs. Etudier ce cas particulier permet ainsi de comprendre la structure générale des mesures 
quotients. 



6.2. LES FLEURS A 2 PETALES 
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6.2.1 LecasSL(2,C) 

Considérons le groupe G = SL(2,C). Nous voulons décrire le quotient (SL(2, C))^//A(i(SL(2, C)), comme 
défini dans la sous-section 14.1.21 

Pour (31,32) e SL(2,C)2, on définit ^1(51, 52) = (l/2)ir(gi), X2(<?i,ff2) - (l/2)tr(52) et ^3(51, 52"') = 
{l/2)tr{gig2). Ceci crée un morphisme tt : SL(2,C)'^ — > C'^ invariant sous Ad{SL{2,C)). Il a la propriété 
suivante : 

Proposition 6. tt fournit un isomorphisme entre l'algèbre des polynômes invariants C[SL(2, C)^]^'"'^^'"'-' et les 
polynômes complexes à trois variables C[Xi, X2, X^]. 

Démontrons cette proposition. Notant [, ]g le commutateur sur le groupe, on définit l'ensemble 

G2(SL(2,C)) - {(31,32) e SL(2,C)|ir(gi)2 ^ 4 ou tr(.g2)' ^ 4, et ir([.9i, 52]g) ^ 2} . 

L'image de cet ensemble par tt est C"^ \ A, 011 on note A l'ensemble fermé dans C'^ sur lequel les polynômes 
Xl - 1 ou X| - 1, et e{Xi,X2,X3) = {X3 - XiX2f - {Xl - 1)(X| - 1) sont nuls. Ceci découle du fait que 
fr([gi, (?2]g) — 2 = 49(Xi, X2, X3). Le point clé est que ceci fournit un isomorphisme entre G'2(SL(2, C))/SL(2, C) 
et \ A. Construisons donc explicitement l'application inverse. Pour cela, introduisons les matrices s{X) — 
(si, S2) : 



^2(^) = I , x.x.-x. I- (6-21) 



Il faut faire attention à la définition de s car elle fait intervenir une racine carrée. Heureusement, un changement 
(de signe) dans le choix de la racine carrée peut s'implémenter par une transformation de jauge. Par conséquent 
s est une fonction bien définie à valeur dans le quotient G'2(SL(2, C))/SL(2, C). Plus précisément, notons s{X) 
l'application correspondant à une autre détermination de la racine carrée i.e. obtenue à partir de s en remplaçant 
a/ X1 — 1 —^X\ — 1. Alors, on peut vérfier que : 

~s{X)^Ad{^ \ )-^(^). (6.22) 

Maintenant, il est facile de voir que tt o s est l'identité sur C'^ \ A. 

Il est également vrai que s o tt est l'identité sur G2(SL(2, C))/SL(2, C). En effet, considérons un couple 
(51152) G G2(SL(2, C)), nous pouvons tout d'abord diagonaliser g\ puisque c'est un élément régulier. Ensuite, 
cela ne fixe pas complètement l'action du groupe de jauge puisqu'on peut encore agir par une transformation 
de jauge diagonale et par une transformation de Weyl (i.e. g\ 9\^^- Une transformation de jauge diagonale 

diag{\,\~^^ agit alors comme .92 = ^ ^ d ) ^ A~^c ^d puisque tr{gig2gi^g2^) — 2 = —(A — 

A^^)^6c, la condition ^ se traduit par bc ^ 0. Ainsi, on peut fixer l'action résiduelle en imposant 6=1. De 
cette manière, nous avons effectivement ramener le couple {gi, 32) sous la forme (si, S2) donnée par les équations 
1)6.20(1 et ((6.21(1 . Par conséquent, s o tt est bien l'identité. 

Proposition 7. La mesure invariante /i définie dans la définition^ est simplement la mesure de Lebesgue sur 
C'^ traduite par les applications Xi, X2, X^. Plus précisément, soit F une fonction sur C^, t:*F est alors une 
fonction invariante et 



I(s 



TT*Figi,g2)dfx{gug2)^ f F{X)d^X^d^X2d^X3. (6.23) 

JC3 



'(SL(2,C))2//SL(2,C) 

Afin démontrer cette proposition, rappelons la définition de la mesure de Haar sur SL(2,( 



dg = d ad bd cd dô (ad — bc — 1) pour g = 



a b 
c d 



y=\ ! ]^^h=( l ],g = yhy-\ (6.24) 
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Notons 

La mesure A2 est définie par dfi — dg. Elle s'écrit donc 

dg=\X- X-^\^d^{X + \-^)d^ad^d. (6.25) 
De plus Xi = X + X^^, X2 = a + d et X^ ~ Xa + X^^d. D'oii, après un petit calcul, dg — d^ Xid'^ X2d^ X-^. 
Regardons maintenant les fonctionelles invariantes 

*J,p(5i,52) = Xji,pi(gi)Xj2,P2(52)Xj3,P3(5i52)- (6.26) 

Un calcul explicite donne alors : 

3 

/ ^lpd^l{g,,g2)^\{ô{p,)5,^. (6.27) 

6.2.2 Déduire SU(2) de SL(2,C) 

Il est possible de retrouver le cas G — SU [2) dans le formalisme précédent. Ceci en imposant la contrainte 
^(51,52) G -^3 avec 

h = [X^ G] - 1, 1[, e(X) = (X3 - XiX2f - [Xl - l){Xl - 1) < 0} . (6.28) 
La mesure invariante est alors : 

/ dX. (6.29) 

En posant X = cos9, nous pouvons ré-exprimer la contrainte en fonction des angles ^1,2,3 G [0, tt] : 

cos(6'i + 62) < COS6I3 < cos(6ii - 62). (6.30) 

On retrouve la contrainte habituelle apparaissant quand on multiplie deux éléments de SU (2) ou, de manière 
équivalente, quand on additionne deux vecteurs dans un espace sphérique. En effet, deux éléments 51,32 de 
SU (2) ~ S^ déterminent un triangle dans S^ avec comme vertex 1, 171 et 172 ■ La géométrie invariante/intrinsèque 
de ce triangle est donnée par les longueurs des trois côtés, qui sont alors 61,62, 63. Ecrites dans ces variables, la 
mesure se lit sin^i sin02 sin6zddid62d6j, et le domaine d'intégration est 

^^1 + ^2 < ^^3 plus permutations cycliques. ,„ ^ 

h + e2 + 63<2Ti. ^^-^^^ 

Nous pouvons également décrire la géométrie du triangle en fonction de deux de ses côtés : leur longueurs 
6*1, 6*2 et l'angle 6*3 qu'ils forment. Cet angle est déterminé par les longueurs des trois côtés par la formule 
cos6'3 — cos6i COS02 — siné*! sin6'2 cos03. Dans ces nouvelles variables géométriques, la contrainte H6.28|l s'écrit 
Q — ~ sin^ 61 sin^ 62 sin^ 63 ^ 0, ce qui signifie simplement que nous excluons les triangles dégénérés. La mesure 
est alors très simplement sin^ 61 sin^ 62d6idd2 sin03CÎ03. Ce qui nous permet de vérifier facilement que 

Xn iXi)Xn iX2)Xn (^3)^^ - S.^^iJn.n ^ (6-32) 

/3 "i3 



comme attendu ! 



6.2. LES FLEURS A 2 PETALES 
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6.2.3 SL(2,M) : les triangles de AdS^ 

Dans le cas de SL(2,R), la section de SL(2,C) considérée est donnée par la contrainte X{gi,g2) G J3 avec 




La mesure invariante est alors : 



f dX. (6.34) 



On note que J3 correspond à une section réelle de C"^, qui est complémentaire à I3 décrivant SU(2). Et simi- 
lairement au cas SU(2), il est possible de donner une interprétation géométrique à l'espace des configurations J3 
et à la condition de non-dégénérescence. Cela permettra de comprendre d'une manière intuitive les singularités 
de l'espace quotient. 

Il est bien connu que SL(2,R) est isomorphe à l'espace Anti-de-Sitter AdSs en 3 dimensions, qui peut être 
décrit comme une hyperboloïde dans l'espace plat à 4 dimensions AdS^ = { — (Xq)^ + {Xi)"^ + {X2)'^ — {Xy,Y = 
— 1}. Explicitement, cet isomorphisme se lit 



AdS'i est un espace Lorentzien et son groupe d'isométrie est S'0(2,2). Ainsi, l'espace des couples d'éléments 
((71,(72) de SL(2,R) correspond à l'espace des triangles géodésiques dans AdSj, dont l'un des vertex est fixé à 
l'identité. L'action adjointe de SL(2,R) sur (51,52) se traduit alors par l'action du sous-groupe de S'0(2,2) qui 
fixe l'identité, c'est-à-dire par l'action du groupe de Lorentz 50(2, 1) qui tourne les triangles. Par conséquent, 
l'espace des orbites est l'espace qui décrit la géométrie intrinsèque des triangles dans Anti-de-Sitter. 

Les triangles sont de 4 types : ils peuvent être de genre espace, de genre temps, de genre nul ou dégénéré 
(dans le cas 011 les trois vertex du triangle sont sur une même géodésique) , selon qu'ils sont dans un plan de genre 
espace, temps ou nul. Les côtés des triangles peuvent eux-aussi être de 4 types, le cas dégénéré correspondant 
au cas où les deux vertex du côté coïncident. Contrairement au cas G = SU (2), la géométrie invariante n'est 
pas entièrement déterminée par la longueur des côtés (le carré de la longueur en fait) puisque, par exemple, la 
longueur d'un côté est nulle à la fois pour un côté de genre nul ou un côté dégénéré. 

Néanmoins si nous nous restraignons à l'espace des triangles satisfaisant Q ^ 0, alors la géométrie du triangle 
est déterminée de manière unique par la longueur de ces côtés. Plus précisément : 

Proposition 8. 0(51, 52) — équivaut à demander que le triangle AdS (1,51,52) est dégénéré ou de genre nul. 
De plus 0(51,52) < (resp. 0(51,52) > 0) ssi le triangle AdS (1,51,52) est de genre espace (resp. temps). 

La démonstration de cette proposition nécessite un peu de géométrie dans l'espace AdS et le lecteur intéressé 
peut trouver la preuve dans 0^1 • 

Cette proposition nous dit que l'espace J3 est l'espace des triangles de genre non-nul et non-dégénérés. 
Cet espace est clairement non-connexe. Ses deux parties connexes correspondent aux régions pour lesquelles la 
normale au triangle est de genre temps ou de genre espace^. Ainsi, similairement, au cas de la boucle, la mesure 
H6.34(l permet de définir le produit scalaire de deux espaces d'Hilbert différents, un pour les fonctions à support 
sur les triangles de genre espace et un pour les fonctions à support sur les triangles de genre temps. Cependant, 
la situation est essentiellement différente du cas à une pétale. En effet, dans le cas à une boucle, l'espace quotient 
était non-connexe et le centraliseur était fondamentalement différent dans les deux parties connexes. A présent, 
dans le cas à deux boucles, le centralisateur (le groupe laissant invariant un triangle donné) est trivial dans les 
deux secteurs. Cela implique qu'il n'existe aucune règle de supersélection, qui interdit les opérateurs invariants 
envoyant un secteur sur l'autre. Et on évite les problèmes du cas à une boucle, comme décrit dans la section 
précédente et dans [SS] . 

^11 n'y a pas des distinction entre passé et futur tians AdSs puisque cet espace est périodique dans le temps. En particulier, une 
géodésique de genre temps retraversera la surface normale initiale. On ne distingue donc pas les normales de genre temps orientées 
vers le passé de celles orientées vers le futur. 




(6.35) 
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En fait, il est possible d'étendre l'espace J3 à l'espace J3 de tous les triangles non-dégénérés (incluant 
les triangles de genre nul), le centralisateur d'un triangle de J3 étant encore trivial. Par conséquent, on peut 
étendre la définition de la mesure à J3 qui est connexe, et par conséquent il existe une unique mesure 
invariante sur cet espace! Plus techniquement, si <p{gi,g2) dénote une fonction à support compact sur J3 
alors '^(/'(<7i, 52) = / '/'(.9.9i.9~^- .9.92.9~^)c^,9 est encore bien défini pour tout (51,32) & Js- Cela permet d'étendre 
directement les distributions invariantes sur J3 (obtenu par moyennage par Ad{SL{2,R))) à des distributions 
invariantes sur J3. Les fonctionelles réseaux de spin seront définies en tant que telles et la structure de l'espace 
d'Hilbcrt est fixé de manière unique. Ce résultat se généralise à tous les espaces correspondant aux fleurs avec 
plus de 2 pétales, étant donné que la mesure est définie directement à partir de la mesure du cas à deux pétales. 
Ainsi, seul le cas d'une simple boucle est singulier. 



Troisième partie 

Invariance de Lorentz en 
Quantification Canonique 
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Dans cette partie, je vais décrire les formalismes de Loop Gravity en 2 + 1 dimensions et 3 + 1 dimensions 
utilisant le groupe de Lorentz, respectivement SL(2,M) et SL(2,C). 

La gravité 2 + 1 est "triviale" dans le sens que c'est une théorie topologique sans degré de liberté locaux et 
que nous savons plus ou moins comment la quantifier exactement. Etudier le formalisme de la Loop Quantum 
Gravity et développer les techniques de réseaux de spin dans ce cas est ainsi un travail préliminaire pour "tester" 
les méthodes dans un cadre plus simple que la relativité générale (en 3 + 1). Cela permettra de voir les problèmes 
principaux, et il s'agira également de vérifier dans quelle mesure on retrouve bien les mêmes résultats que les 
autres approches à la théorie quantique en 2 + 1. Je m'intéresserai particulièrement aux opérateurs géométriques 
-spectre des longueurs et des aires- et tâcherai de souligner les liens reliant le présent formalisme aux formalismes 
usuels, dont le lecteur peut trouver une description assez exhaustive (plus ou moins détaillée) dans j57| . 

Puis je décrirai comment développer une Loop Quantum Gravity en 3 -I- 1 dimensions basée sur le groupe de 
Lorentz (donc sans fixation de jauge du type time gauge). Le formalisme canonique de base utilisé a été prin- 
cipalement étudié par Alexandrov 1261 1^ avec qui j'ai travaillé sur les théories quantiques correspondantes 
|17| . La motivation principale de ce travail est de trouver un lien explicite entre les structures canoniques de la 
Loop Gravity et les modèles covariants des mousses de spin (espace-temps formé par des histoires de réseaux de 
spin) que je décrirai dans la partie IV. J'ai explicité la problématique de cette étude dans 0H1 : les mousses de 
spin sont des structures invariantes par le groupe de Lorentz SL(2, C) alors que la Loop Quantum Gravity usuelle 
est fondée sur des quantités invariantes de jauge SU(2). Dans cette recherche, la théorie en 2 -|- 1 dimensions 
pourra servir de guide car les deux formalismes [Loop Quantum Gravity et mousse de spin) utilisent alors tous 
deux le groupe de Lorentz SL(2,R). A travers la quantification de la théorie canonique "covariante" (utilisant 
le groupe de Lorentz) jl7) . je montrerai qu'il est possible de retrouver d'une part le formalisme usuel de la Loop 
Quantum Gravity SU (2) et d'autre part de dériver les structures cinématiques des modèles de mousse de spin. 
L'outil principal sera des réseaux de spins "projetés" [48' qui permettront de prendre en compte la manière 
dont l'hypersurface canonique est plongé dans l'espace-temps. En fait, l'hypersurface sera décrite (localement) 
au niveau quantique à travers son plongement dans l'espace-temps. 
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Chapitre 7 

La théorie 2 + 1 



La relativité générale en 2 + 1 dimensions peut être formulée en fonction d'une connexion (1-forme) S0{2, 1) 
(groupe de Lorentz dans ce cadre), notée A'I^ix), et d'une triade (base orthonormée) e^(a;). Ici, ^ = 0, 1, 2 dénote 
un indice d'espace-temps, labcUant une base du fibré (co-)tangent, et i = 0, 1, 2 est un indice interne, labellant 

une base de l'algèbre so(2, 1). Je me placerai dans un espace-temps de signature ( \- +) ainsi les indices 

internes pourront être montés et descendus à l'aide de la métrique plate T]ij = diag[ — h +]. L'action est définie 
à l'aide de la triade et de la courbure de la connexion = df^Al — + r]^^ ejkiA'j^Al (djk est le tenseur 

complètement anti-symétrique) : 

S{A, e) = ^J tr(e A F) = ^ J £x rj,, e'^'^ ej. (7.1) 

où la trace est prise sur so(2, 1), le produit A défini entre formes et G la constante de Newton. Je travaille sans 
constante cosmologique (A = 0). 

Il est facile de voir que les équations du mouvement imposent que la connexion soit plate {F = 0) et 
que la triade soit compatible avec la connexion (d^ie = 0). Il n'y a donc pas de perturbation du type onde 
gravitationnelle en 2 + 1 dimensions et la théorie se résume à étudier l'espace des connexions plates. 

Un point crucial dans l'étude de la théorie quantique est la reformulation de la gravité 2-1-1 sous la forme 
d'une théorie de Chern-Simons sur le groupe de Poincaré ISO{2, 1) ^]. En effet, on peut former une iso{2, 1)- 
connexion uj en regroupant la connexion A et la triade en un seul objet 

= ^M-^i + 4^' ^ *so(2,l), 
où les Ji sont les générateurs du groupe de Lorentz S0{2, 1) et les Pi les générateurs des translations : 

L'action (|7.1|l se ré-écrit alors : 

If 2 

S{A, e) = S{uj) = — {uj Aduj) + -{uj Aoj Auj), (7.2) 
G J 3 

où (, ) dénote une forme quadratique invariante (non-dégénérée) sur iso(2, 1) : 

Dans le cas d'une constante cosmologique A > (resp. A < 0), on obtient le groupe de De Sitter S0{3,1) 
(resp. le groupe anti-De Sitter 50(2, 2)) au lieu du groupe de Poincaré. Ainsi, on reformule la gravité en 2 -|- 1 
dimensions comme une théorie topologique de jauge /S'0(2,l). Les équations du mouvement se réduisent 
à F{ll!) = 0, c'est-à-dire aux connexions w de courbure nulle. On peut pousser cette approche assez loin et 
quantifier exactement la théorie en fournissant une représentation de l'algèbre des holonomies de la connexion 
uj (voir par exemple ,54. .57) '). 
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Ce n'est pas cette approche que je vais suivre ici. Je vais décrire l'approche Loop Gravity oii on utihse 
comme fonctions d'onde des fonctionneUes de la connexion de Lorentz A, en gardant à l'esprit l'application de 
ce formalisme à la gravité en 3 + 1 dimensions. Je vais donc commencer par l'analyse de la structure canonique 
de l'action H7.1|l . puis procéder à la quantification en utilisant les fonctionnelles cylindriques en la connexion 
A. Pour cela, j'exploiterai les résultats de la partie II sur les réseaux de spin pour SL(2,R) ^ 50(2,1) et je 
dériverai le spectre d'opérateurs longueurs et aires sur ces états quantiques de la géométrie. 



7.1 Le formalisme de la Loop Gravity en 2 + 1 

Le formalisme de Loop Gravity en 2 + 1 que je vais expliquer dans cette section a été étudié dans |59l en 
collaboration avec Carlo Rovelli et Laurent Freidel. Il est différent du traitement de [HJ oii les auteurs procèdent 
à la représentation des boucles de Wilson (Tq) et de leur "moments" associés (T^). Je m'attacherais ici à utiliser 
les fonctionnelles cylindriques et les réseaux de spin, suivant la même approche en 3 + 1. Il existe également un 
autre formalisme de Loop Quantum Gravity en 2 + 1 se fondant sur une rotation de Wick et utilisant ainsi un 
groupe de jauge compact SU(2) Mais conserver le groupe de Lorentz (non-compact) SO{2, 1) permet une 
comparaison directe avec les modèles de mousse de spin (de type Ponzano-Regge) définis en 2 + 1 dimensions 

[HSIIMI- 

Effectuons l'analyse Hamiltonienne habituelle sur l'action (|7.1|l . en choisissant la coordonnée comme le 
paramètre de l'évolution temporelle et = {x^,x'^) des coordonnées sur la surface initiale (canonique) S, que 
nous prenons fermée et orientable. Alors, on peut ré-écrire l'action : 

S = — f dt [ dx 

1 
G 



dt I dx^ {e'^%,eldoAl + A^.e'^' {t^,, Ô^ei + e^^^eiA^) + 6^,77,, e'^''i^„) , (7.3) 



s 

avec e"^ = e^"''. Cette expression nous donne directement les variables canoniques Al^{x) et leur moments 
conjugués 7rf (a;) — ■^rjije'^^eKx). Le crochet de Poisson fondamental est alors : 

{Al{x),el{y)} = Ge,,rj^^ô^^\x,y). (7.4) 

Les multiplicateurs de Lagrange Aq et eô imposent respectivement les contraintes e^'^Vacl = et = 0. 
La première -la loi de Gauss- génère les transformations de jauge SO{2, 1), agissant sur la connexion et la 
triade. La seconde contrainte — (puisque la connexion est anti-symétrique, F^^^ est entièrement donnée par 
pi _ e°-'^Fl^) impose que le courbure soit plate. Elle génère une variation de la triade seule : 

= 0. ^'■^> 

Quand le repère mobile e est non-dégénéré, cette deuxième contrainte peut se décomposer en une contrainte 
vectorielle imposant une invariance sous difféomorphismes spatiaux (de la tranche 2-dimensionnelle) et en une 
contrainte scalaire (ou contrainte Hamiltonienne) [HHl ■ La structure de la théorie 2 -|- 1 est alors très similaire à 
la structure canonique de la Loop Gravity , telle que décrie dans la partie I. Plus explicitement, introduisons la 
(co-) triade conjuguée à la connexion : 

Et = e^%el (7.6) 

et le vecteur normal densité : 

1 

— ( 

2 

011 j'utihse la notation vectorielle pour les indices internes. Utihsant que |n|^ = rjijn^n^ — —àeii^g) est le 
déterminant de la 2-métrique (le signe moins étant dû à la signature Lorentzienne de la métrique rf) et que 
Efri^ = 0, on peut décomposer la contrainte de platitude en 

N'F^ = N'^Va + NH, (7.8) 



^e'^'^eabE^Ei = ei A ei, (7.7) 



7.1. LE FORMALISME DE LA LOOP GRAVITY EN 2 + 1 
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iV° et N étant respectivement le Shift et le Lapse définis comme : 

N' = N^EabE^ + N , ^ ^ t^k , ,^ , et N= , (7.9) 

Vditë^ '''det(2g) v/d^ 

Va est la contrainte vectorielle imposant l'invariance sous difFéomorphismes spatiaux et H est la contrainte 
Hamiltonienne censée dicter l'évolution dans le temps : 

Va = Fl,E\^ ^ = e--F 

Je vais décrire la structure cinématique de la théorie quantique. Plus précisément, je vais m'occuper princi- 
palement des quantités invariantes de jauge : les fonctionnelles cylindriques invariantes de jauge. Je vais ainsi 
utiliser les réseaux de spin 5'0(2, 1) ~ SL(2,K) pour quantifier la théorie. Pour prendre en compte les con- 
traintes vectorielles, il suffira de considérer les classes d'équivalence sous difFéomorphismes de graphes sur E. 
Ce sera l'espace "cinématique" de la Loop Quantum Gravity . L'étape suivante (que je ne vais pas étudier ici) 
serait de prendre en compte la contrainte Hamiltonienne pour faire évoluer dans le temps les réseaux de spin. 
Cette contrainte Hamiltonienne agirait sur les réseaux de spin en modifiant à la fois le graphe-support et les 
représentations du réseau de spin. Dans le cas de la gravité Euclidienne en 3 dimensions, on est censé retrouver 
alors l'amplitude du modèle de Ponzano-Regge (avec SU{2)) défini par les symboles {6j}(su(2)): qui permet 
bien au final de réduire l'espace cinématique à l'espace physique des connexions plates 66 . Dans notre cadre 
Lorentzien, on s'attendrait donc à reconstruire à partir de la contrainte scalaire H un modèle de Ponzano-Regge 
Lorentzien j64j . 

7.1.1 Quantification et l'Opérateur Longueur 

Dans cette sous-section, je définis le cadre de la Loop Quantum Gravity en 2 + 1 dimensions, fondée sur 
l'utilisation des fonctionnelles cylindriques de la connexion comme fonctions d'onde. Je définis l'espace d'Hilbert 
des états de la théorie quantique, dont une base est donnée par les réseaux de spin 50(2,1). Et je définis 
l'opérateur longueur d'une courbe, qui n'est en fait rien d'autre que l'opérateur Laplacien (sa racine carré plus 
précisément). Il sera donc diagonal dans la base des réseaux de spin et ses valeurs propres seront données par 
la valeur du Casimir de 5*0(2, 1). Le spectre explicite sera donné dans la sous-section suivante. 

En Loop Quantum Gravity , les fonctions d'onde de la théorie sont des fonctionnelles de la connexion, 
contrairement à l'approche de la théorie de Chern-Simons où on considère des fonctionnelles de la connexion lu 
donc à la fois de A et de e. Plus précisément, on considère des fonctionnelles cylindriques de la connexion A, 
définies par un graphe-support P (avec V vertex et E liens) et une fonction ip sur (50(2, 1))^ : 

^rAA) = . . . , Ue{A)), (7.11) 



ou 



U-,{A) ^T'exp / dsà''{s)Al{a{s)) X, 



7 



est l'holonomie de la connexion A sur d'un lien 7 du graphe. Ici Xi dénote les 3 générateurs de l'algèbre de Lie 
so(2,l). 

Suivant la partie II, on définit pour un graphe P fixé une mesure invariante sur l'espace invariant de jauge. 
Cela fournit l'espace d'Hilbert Tir des fonctionnelles L^ à support sur le graphe, dont une base est donnée par 
les réseaux de spin 50(2, 1). Sur cet espace, deux sortes d'opérateurs sont définies. Tout d'abord, les opérateurs 
de type boucle de Wilson (trace de l'holonomie de la connexion A le long d'une boucle). Ces opérateurs agissent 
par multiplication. Il faut faire particulièrement attention au domaine de définition d'un tel opérateur (voir 
la discussion dans la sous-section 15.2.1^ . Les autres opérateurs sont les opérateurs dérivées, correspondant au 
champ e^lx) : 

el(ï) = ^^hGeabV''-§—, (7.12) 
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où hG est la longueur de Planck Ip en 3 dimensions. Rappelons que 



ô 



U,{A) = f ds^-^ô^'Hj{s),x) (7.13) 



ÔAiix) " ' J, ds 

où 7i(s) and 72(5) sont les deux parties du lien 7 séparées par le point x et le générateur de l'action à gauche 
de SO(2, 1) sur les fonctions sur le groupe. L'algèbre quantique de ces opérateurs fournit une quantification de 
leur algèbre de Poisson classique. 

Ainsi, le produit scalaire de notre théorie est défini par : 



(*r^|*rv.'> = J dMUi-UE)ij{Ui-UE) ^\Ui...Ue) (7.14) 

Il faut alors faire attention aux conditions de réalité : les opérateurs A]^ et ejj doivent être des opérateurs 
Hermitiens. A]^ agissant par multiplication, on a trivialement (à quelques ennuis de domaine de définition près) 

implémenté A\ = A\. De plus, comme montré dans la partie II, tout opérateur différentiel invariant de jauge 
est Hermitien sur l'espace Tir pour la mesure d/ir, et donc bien sur tout l'espace Tiinv = ®r^r- 

En utilisant la décomposition de Plancherel des fonctions sur S'0(2, 1) (pour la mesure de Haar) ou, de 
manière équivalente, la procédure de la partie II, une base orthonormée de Tir est fournit par les réseaux de 
spin labellés par les représentations unitaires (de dimension infinie) de 50(2,1). Rappelions en effet que les 
fonctions sur 5*0(2, 1) peuvent être décomposées sur une base orthonormée définie par des représentations 
unitaires irréductibles. Dans cette décomposition dite de Plancherel, les représentations appartiennent à deux 
séries de représentations : la série principale et la série discrète (en fait, la série discrète positive et la série 
discrète négative). Je donnerai des détails sur cela dans la prochaine sous-section. 

Pour construire cette base des réseaux de spin, on commence par se fixer un graphe F. On choisit une 
représentation unitaire Ig de SO(2, 1) pour chaque lien e du graphe. On contracte les matrices de représentation 
des holononiies U^" à l'aide d'un entrelaceur 50(2, 1) à chaque vertex (entrelaçant les représentations associées 
aux liens se rencontrant à ce vertex). La fonctionnelle résultante est un réseau de spin 50(2,1). Elle dépend 
du graphe, des représentations associées aux liens et des entrelaceurs associés aux noeuds. L'ensemble de ces 
fonctionelles forme une base orthonormale (au sens généralisé des distributions) complète des fonctionnelles 
cylindriques invariantes de jauge. 

Dans ce contexte de Loop Gravity en 2+1 dimensions, on s'intéresse à l'opérateur longueur, qui est l'équivalent 
de l'opérateur aire en 3 + 1 dimensions. Tout d'abord, la longueur d'une courbe lisse c : r € [0, 1] ^ c(r) G S 
est donnée par 



dr ^é-{T) c^ir) gaMr)) = I dr ^c-{T)â'{T) 77,, e^„(c(T)) e^,(c(T)). (7.15) 



'[04] " "'[0,1 

Pour simplifier les notations, introduisons le vecteur 

e\c{T))=e:{c{T))c'^{T). 

Je me restreindrai à l'étude du cas oià la norme rjijé^e^ du vecteur e* ne change pas de signe le long de la courbe. 
Cela revient à demander que la courbe soit entièrement de genre temps ou de genre espace. Remarquons que 
dans le cas d'une courbe de genre temps, i.e. rjijé^e^ < 0, il existe une autre quantité invariante de jauge mis à 
part la norme de : le signe de e*^. Ce signe est en effet invariant sous 50(2, 1) et correspond à l'orientation 
dans le temps, passé ou futur, de la courbe. 

La longueur d'une courbe de genre espace {rjije^e^ > 0) est bien définie par H7.15|l comme un nombre réel. 
Dans le cas d'une courbe de genre temps {rjijé^e^ < 0), il est préférable de définir un intervalle temporel réel 
orienté 

Te = sign(e°)/ dt .f\^i~^\. (7.16) 
J[o,i] ^ 
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L'opérateur longueur quantique représentant la longueur classique est obtenue en remplaçant l'opérateur triade 
Eaix) par l'opérateur quantique H7.12(l dans ces expressions. Regardons maintenant l'action de cet opérateur 
longueur sur les fonctionnelles réseaux de spin, suivant l'exemple de l'opérateur aire en Loop Quantum Gravity 
en 3 + 1 dimensions. 

Considérons une courbe c et un état réseau de spin tel que la courbe et le graphe-support s'intersecte en un 
seul point (et pas en un vertex du graphe) et regardons l'action de l'opérateur longueur de la courbe c sur cet 
état. La procédure peut être facilement étendue aux cas d'intersections multiples et d'intersections au niveau 
des noeuds. Appelons 7 le lien du graphe intersecté par la courbe c et notons X la représentation irréductible 
associée to 7. 

L'action de e*(x) sur l'état réseau de spin insère la matrice Xj du générateur dans la représentation X 
au milieu de l'holonomie Uj le long du lien 7. On obtient alors : 




as 



vk 



(7.17) 



L'intégrale 



dr / ds 



E,,é"(r)^<5(2)(7(s),c(r)) 
as 



compte le nombre d'intersections entre la courbe c et le lien 7, ici 1, car ea&c''(r)7'''(s) est le Jacobien de la 
transformation entre les coordonnées orthonormales {xi, X2) et les coordonnées locales (t, s) ^ . Cela montre que 
les réseaux de spin sont des vecteurs propres de l'opérateur longueur, qui n'est autre que l'opérateur Laplacien : 



Le = hG ^ -VjkXl^)Xf^) 



(7.18) 



oit g*--^^ est la valeur de l'opérateur Casimir Q — —rjijX^X^ de SO{2, 1) dans la représentation X. Cela fournit 
le spectre des longueurs de la gravité 2+1 dans la quantification à boucle. 

Dépendant du signe de q^^\ on obtient soit une longueur de genre espace ou de genre temps ou de genre 
nul. Dans les cas de genre temps ou de genre nul, il faut également spécifier l'orientation temporelle i.e. le signe 
de l'observable sign(e''). Tout comme la longueur, cette information devrait être spécifiée par la représentation 
I : dans les représentations de genre temps/nul, l'opérateur e*^ devrait avoir une spectre complètement positif 
ou complément négatif. 

Pour finir, l'action de l'opérateur longueur d'une courbe agissant sur un réseau de spin dont elle intersecte 
le graphe-support en plusieurs points est donnée par une contribution pour chaque lien intersecté : 



Lc^ ^Ip 



(7.19) 



e|enc7t0 



Maintenant que nous avons défini l'espace d'Hilbert des états quantiques et l'action de l'opérateur longueur, 
regardons plus en détails les réseaux de spin 5*0(2, 1), pour en déduire le spectre exact de l'opérateur longueur. 
Pour cela, il faut décrire les représentations de SO{2, 1). 



7.1.2 Représentations de S0{2, 1) et spectre des longueurs 

L'algèbre de Lie so(2, 1) est de dimension 3 et générée dans sa représentation fondamentale^ par les trois 
matrices suivantes : 




(7.20) 



^Cela est vrai que dans le cas où la courbe c et le lien 7 ne sont pas tangents au point d'intersection. Dans ce cas particulier, 
l'action de Le est nulle. 

■^En fait, c'est la représentation fondamentale de SU{1, 1), qui est le double recouvrement de SO{2, 1). Je me bornerai ici à 
n'utiliser que le groupe SO{2, 1) car sa théorie des représentations est plus simple. Néanmoins, tous les résultats peuvent être 
généralisés sans aucun problème au cas SU{1, 1), et le lecteur intéressé peut trouver les détails dans l'appendice de 16O1 . 
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Les relations de commutations entre ces générateurs sont : 

[tQ, n] = -T2 [n, T2] = Tq [t2,To] = -Tl. 

On peut vérifier que ce sont les bons signes pour le groupe de symétrie 50(2, 1) d'un espace Lorentzien (— , +, +). 
Soient Xi les générateurs d'une représentation linéaire du groupe. Ils satisfont eux-aussi : 

[Xq,Xi] — -~X2 [Xi,X2] ~ Xq [X2,Xo] — —Xi. 

Il est important de ne pas confondre les propriétés d'Hermicité des matrices et des opérateurs Xi. Comme 
signalé précédemment, les représentations intervenant en gravité quantique sont celles apparaissant dans le 
formule de Plancherel. Ces représentations sont unitaires i.e. les opérateurs iXi sont Hermitiens. En fait, ce sont 
les quantités correspondant aux opérateurs triades et leur Hermicité reflète que la triade est réelle ! 
Il est utile d'étudier l'algèbre en introduisant les opérateurs H and J± : 

H = ~iXo J± = ±Xi + 1X2. (7.21) 

Ils satisfont les relations de commutation : 

[H, J±] = ± J± [J+, J_] = -2H. (7.22) 

La différence avec l'algèbre réelle so(3) est le signe moins dans la seconde relation de commutation. L'opérateur 
Casimir s'écrit : 

Q = {Xof - (Xi)2 - {X2f = -H^ + \iJ+J- + J-J+)- (7.23) 
Les conditions de réalité exprimant que les opérateurs iXi sont Hermitiens se lisent : 

H^ = H (J±)t = J^. (7.24) 

On peut alors étudier les représentations de SO{2, 1) dans le même type de base que pour 5*0(3). Et il est 
facile de vérifier que 

H\m) ~ m|m), 

J+|m) = (9 + m(m+ 1))1/2|to+ 1), (7.25) 
J_|m) = (9 + r7i(m - l))i/2|m - 1) 

fournit une représentation de 50(2, 1) sur l'espace généré par les vecteurs m £ Z}'^. Le paramètre q donne 

la valeur de l'opérateur Casimir. 

Les représentations unitaires de SO{2, 1) sont de dimension infinie car 50(2, 1) est non-compact. De plus, 
leur opérateur de Casimir est Hermitien = Q, donc q est réel. Regardons donc les diverses représentations 
obtenues pour des valeurs réels du paramètre q. Commençons par les valeurs négatives q < 0. Pour des valeurs 
génériques, les représentation obtenues sont irréductibles. Cependant (ç+m(m+l)) prend des valeurs négatives, 
ce qui contredit la condition de réalité (J±)^ = Jip. Par contre, pour les valeurs spéciales q = —n{n — 1) < 0, 
avec n G N*, {q + m{m + 1)) s'annule pour m — n — 1 and m = — n. Par conséquent, la représentation n'est pas 
irréductible. En fait, elle se décompose en 3 représentations : 

- Il y a la représentation intermédiaire, notée V". Elle est de dimension finie et générée par les vecteurs 
{|to) , —{n— 1) < m < (n— 1)}. C'est la même représentation que la représentation irréductible de 50(3) 
de spin j = n — 1. Mais {q + m{m + 1)) < et on a (J±)t = —J^, ce qui viole la condition de réalité : ce 
n'est pas une représentation unitaire. 

- La représentation supérieure est une représentation de dimension infinie de plus bas poids générée par 
les valeurs m G n + N. C'est une représentation unitaire. 

- La représentation inférieure est une représentation de dimension infinie de plus haut poids générée 
par les valeurs me — (n + N). C'est aussi une représentation unitaire. 

^Si on généralise m pour prendre en compte des valeurs demi-entières m -(-1/2 partout dans i7.25i . on obtient une représentation 
de SU{1, 1). Et si on remplace m par des valeurs m + a, avec < « < 1, on obtient une représentation du recouvrement universel 
de SO(2,l). 
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= 4+ 



1 



T = ix/Î2 - 3.46 



= 3+0 T = iV6-- 2.45 

= 2+0 r = iV2-1.41 
1+ 



1 

n = 2- 



: 



FiG. 7.1 - Le spectre de l'opérateur longueur. 



Pour une valeur positive du Casimir q > 0, {q + m{m + 1)) = q — 1/4 + (m + 1/2)^ reste toujours positif et on 
obtient une représentation de dimension infinie unitaire générée par les vecteurs m e Z. < g < 1/4 correspond 
à la série dite exceptionnelle ou complémentaire. Et q > 1/4 à la série dite principale. Ces dernières sont notées 
Cs, avec q = s"^ + 1/4. 

Les représentations unitaires irréductibles î?^, et Cs sont celles intervenant dans la décomposition de 
Plancherel d'une fonction L^ f sur le groupe 50(2, 1) : 



fia) 



E 

n>l 



^ (2n - 1) Tr(/+iî^j {g)) + ^ (2n - 1) Tr(/-iî^- {g)) 



s>0 



cotli(7rs) , , 
47rs Tr(/^iîc,(g)), 



(7.26) 



Il est important de noter que les représentations continues commencent à ç = 1/4 au lieu de g = 0. 



Les valeurs propres de l'opérateur longueur associé à une courbe fixée sont données par la racine carré de 
l'opérateur Casimir des représentations portées par les liens du graphe-support que la courbe intersecte. Une 
représentation continue Cs a un Casimir positif et correspond donc à une longueur spatiale avec valeur : 



Ls = v/s' + 1/4. 



(7.27) 



Notons le "trou" initial 1/2. Cela signifie qu'il existe une longueur spatiale minimale même si le spectre est 
continu. Ce trou correpond à la série complémentaire de représentations unitaires. Elles ont une mesure de 
Plancherel nulle i.e. elles n'interviennent pas dans la décomposition de Plancherel. 

Une représentation discrète (e = ± et n G N) a un Casimir négatif et correspond donc à une courbe de 
genre temps. Son orientation passé ou futur sgn(e°) est donnée par e. En effet, e est le signe du générateur H 
(de ses valeurs propres), qui est l'opérateur quantification de e°. Ainsi le spectre des longueurs d'une courbe de 
genre temps sera discret. Et les valeurs propres sont : 



T^.n = e\/n{n - 1). 



(7.28) 



Remarquons que les valeurs ne sont pas également espacées. Notons aussi que les premières représentations 
discrètes î?^^i ont un Casimir nul et par conséquent correspondent à un courbe de genre nul, le signe ± 
reflétant l'orientation passé ou futur de la courbe. 

Il existe une alternative à ce spectre, due à une ambigiiité dans la quantification (au niveau de la régularisation) 
[4U|. En effet, nous pouvons utiliser la procédure de quantification symétrique pour quantifier e' comme dérivation 
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n = 3+1 
n = 2+(i 

1+* 

(1/2^ 



1- 
n = 2" 



FiG. 7.2 - Le spectre de l'opérateur longueur symétrique. 



sur l'algèbre de Lie (en tant qu'espace vectoriel) au lieu de dérivation sur le groupe de Lie"*. 
Casimir q est translaté à g — 1/4 et le spectre de la longueur devient : 



for space-like 
for time-like 



Cs>0 



n>l 



Alors l'opérateur 



(7.29) 



Il y a maintenant un intervalle temporel minimal et aucune représentation de genre nul donné par les séries 
discrètes. De plus le spectre des longueurs temporelles devient également espacé. De l'autre côté, le trou initial 
pour le spectre des longueurs spatiales disparaît et on a la possibilité d'une courbe de genre nul dans la limite 
s ^ 0. Ce second spectre est compatible avec les résultats obtenus dans les modèles de mousse de spin en 2 + 1 
dimensions (modèle de Ponzano-Regge Lorentzien) [221 1^ El] • 



7.1.3 Spectre de l'aire 

L'aire d'une surface S plongée dans la surface canonique S est donnée par 

As= [ dsVdet(2.g) (7.30) 
Js 

où Qab = s-asivij 6st la 2-métrique sur S. On regarde donc l'opérateur quantification de cette quantité. 

Le déterminant de la métrique s'écrit det(^g) = —rf^ïiirij en fonction du vecteur normal densité ni(x) — 
^^ijk(^°'^ei^{x)e^{x). La triade ej,(a;) agissant sur un réseau de spin a une action non nulle ssi x appartient au 
graphe-support. Et quand x est au milieu d'un lien (pas un noeud) cette action est proportionelle au vecteur 
tangent 7a(s)X* au lien. Alors, puisque e°'^jajb = 0, l'opérateur ni{x) a une action nulle sur le réseau de spin. Par 

conséquent, les seuls points où ni{x) a une actio non-nulle est au niveau des noeuds/vertex du graphe-support : 
l'opérateur aire est à support sur seulement les noeuds du graphe- support. 

Pour calculer l'action de l'opérateur aire d'une surface S sur un état réseau de spin, on découpe la surface 
en petits morceaux, chacun d'eux contenant au plus un noeud du graphe-support. On peut donc se restreindre 

^Cette ambigiiité peut être retrouvée dans l'analogie avec les modèles do particules sur le groupe décrit dans 15. 2"^ L'action pour 
une particule libre sur le groupe est 

S=^J dtTïiig-'dtgf). 

Comme variable conjuguée à g, on peut choisir soit le moment canonique p = dtg~^ , qui est commutatif, soit la charge de Noether 
non-commutative El = gdtg~^. Cette dernière génère la multiplication à gauche et satisfait {Eljf iHy} = Hj^f y], oii Tlx = Tr(Xn) 
est la composante en X de II. 
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au cas d'une surface élémentaire ne contenant qu'un seul vertex v du réseau de spin sur lequel l'opérateur aire 
agit. Pour simplifier les notations, je me contente d'expliciter le cas d'un noeud tri-valent. Pour définir l'aire, 
il faut choisir une orientation pour E, même si le résultat final sera indépendant de ce choix. Cela revient à se 
fixer un ordre cohérent des 3 liens se rencontrant à chaque vertex du graphe. 

Le vertex v a trois liens incidents e = 1,2,3 (ordonné suivant l'orientation) labellé par les représentations 
Xe de SO{2, 1). Commençons par regarder l'action de l'opérateur ni{x) sur la fonctionnelle réseau de spin au 
niveau du noeud v : 

n,{x)-^l^^^^'- = a{x,v) (7.31) 

avec le facteur géométrique 

a{x,v) =Y. j '^■"^^ ^\^ne{s)) ô\xne-{t)) Kbit {s)ll, (7.32) 

e,e' 

et l'opérateur insérant des X au vertex v 

72 

où e,e' sont deux liens arbitraires se rencontrant en v et Cee' reflète l'orientation relative des deux liens autour 
du vertex. Notons qu'en utilisant Xx-^ + Xx2 + Xx^ = 0, on peut obtenir une expression plus symétrique de 
en sommant l'expression précédente sur les couples de liens (e, e') (avec un facteur 1/3). 

On peut régulariser le facteur géométrique et on voit qu'il est proportionel à (5^(x, v). Par conséquent, l'action 
de l'opérateur aire sur le réseau de spin est : 



^^^iiX2i3 ^ ^-jf'E.El^^^^^^'' (7.34) 
= Il e^,keerk' Xi^ 



llU {{Xx,)HXx.,r iXx,.Xx.,y)^™'^ 



= fp^lXx.AW'^™-^. (7.35) 

En utilisant que +Xx2 +Xx^ = 0, nous pouvons ré-exprimer le facteur précédent en fonction des opérateurs 
Casimir q^" des 3 représentations. Ainsi l'opérateur aire est diagonal dans la base des réseaux de spin avec 
comme valeurs propres : 

As = ll\\jq^-q^^ - \{q^-^ - - q^^f ■ (7.36) 

Cela correspond bien avec la définition de l'aire d'un triangle géométrique défini par les longueurs de ces 3 côtés 
La — \/ q^" . Plus explicitement, la formule ci-dessus se ré-écrit : 

^5 = ll\^{Li +L2 + L3){-Li +L2+ L^){Li ^ L2 + i3)(ii + ^2 - ^3)- (7.37) 



On obtient donc un tout cohérent puisque La = y est précisément la valeur propre de l'opérateur longueur 
agissant sur un lien a du réseau de spin. 

Pour trouver le spectre de l'opérateur aire explicitement, il faut caractériser les noeuds admissibles i.e. les 
triplets de représentations (Ii,X2,l3) admettant un entrelaceur non nul. Pour cela, regardons la décomposition 
du produit tensoriel de deux représentations de 50(2, 1). La décomposition des produits tensoriels est^ : 

<®<= T^t^ (7-38) 

n>ni +712 



^Le lecteur pourra trouver des expressions explicites des coefficients de Clebsh-Gordan dans 1631 . 
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"1— "2 ri2— ni « 

T^n, '^T^n,^ ^ T^i® ^ T^n® ds C„ (7.39) 

n=l n=l 

® C,, = P± (sJdsCs, (7.40) 

n>l 

C.i =0P+©0î?-©2 /dsC (7.41) 

ri>l n>l 

Ces décompositions peuvent être interprétées comme des règles de sommation de vecteurs (dans l'espace de 
Minkovski M'^'^^). Intuitivement, une représentation correspond à la classe d'équivalence d'un vecteur sous 
l'action du groupe de Lorentz, et on distingue ainsi des vecteurs de genre espace et des vecteurs de genre temps 
passé et futur. Le Casimir de la représentation correspond à la norme de ces vecteurs. Considérer le produit 
tensoriel de deux représentations revient à additionner deux vecteurs. Ainsi, similaircmcnt à l'étude des modèles 
de mousse de spin en 3 dimensions, on regarde les classes d'équivalence de triangles (sous l'action du groupe de 
Lorentz), comme remarqué dans le chapitre El de la partie IL 

Ainsi on identifie les représentations T)^ à des vecteurs de genre temps passé et futur de norme L„ = n—1/2 
et les représentations Cg à des vecteurs de genre espace de norme = s. Remarquons que ceci correspond 
exactement au spectre de l'opérateur de longueur (symétrique). Alors, l'équation H7.38|l correspond au fait que 
la somme de deux vecteurs de genre temps de même orientation est de nouveau un vecteur de genre temps de 
la même orientation. De plus, le produit tensoriel reflète également l'inégalité anti-triangulaire L„ > 
Similairement, l'équation H7.41|l correspond à sommer deux vecteurs de genre espace. Le résultat peut être soit 
un vecteur de genre espace, soit un vecteur de genre temps, et il n'y a aucune inégalité (anti-)triangulaire. 
Notons que cela implique que restreindre la théorie à la seule série principale continue de représentations pour 
ne considérer que les liens et des surfaces de genre espace ne fonctionne pas : il faudrait en plus imposer à 
la main les inégalités triangulaires sur les produits tensoriels, ce qui ne semble pas très naturel à la vue de la 
théorie des représentations. 

Finalement, les valeurs propres de l'opérateur aire reproduisent précisément les différents types de triangles 
obtenus en sommant deux vecteurs comme décrit par les règles de décomposition des produits tensoriels. 

Conclusion : un espace continu et un temps discret 

En conclusion, il est possible de quantifier la gravité en 2 + 1 dimensions en suivant la procédure de la 
Loop Quantum Gravity . Je n'ai pas décrit comment étudier la dynamique de la théorie et je me suis attaché à 
l'interprétation géométrique des états réseaux de spin, qui sont les états quantiques de la géométrie de la surface 
canonique. Ainsi un réseau de spin (graphe habillé par des représentations de S0{2, 1)) a une interprétation 
naturelle d'une variété 2d discrète/triangulée : les faces ont une aire finie et sont duales aux vertex du graphe- 
support, ces faces sont séparées par des côtés de longueur finie duaux aux liens du graphe. De plus, le spectre 
des longueurs est fixé et a également une interprétation géométrique : les longueurs des côtés de genre espace 
ont un spectre continu et les côtés de genre temps ont un spectre des longueurs discret ! 



7.2 Variables à la 't Hooft 

Une autre approche dans laquelle il est possible de retrouver le même résultat de "espace continu versus 
temps discret" est la quantification de la gravité 2-1-1 par 't Hooft [SHl- H s'agit de travailler sur un espace 
triangulé (en fait, décomposition cellulaire arbitraire) et d'étudier comment la triangulation évolue dans le 
temps. Dans ce cadre, 't Hooft dérive assez simplement une dynamique des tranches spatiales. 

Je propose ici de dériver directement ce formalisme à partir du cadre canonique. Cela nous permettra d'avoir 
un nouveau point de vue sur la dynamique en Loop Quantum Gravity . En particulier d'obtenir des relations 
de commutation canonique entre des variables de longueur et des variables d'angle. Le calcul de base est donc 
le crochet de Poisson de la longueur d'une courbe c et de (la trace de) l'holonomie de la connexion A le long 
d'une courbe 7. On considère le cas d'une seule intersection entre c et 7. 



7.2. VARIABLES A LA 'T HOOFT 
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FiG. 7.3 - La courbe c dont on regarde la longueur et la courbe 7 le long de laquelle on calcule l'holonomie, se 
recontrant au point P qui partage 7 en 71 et 72. 

Plus précisément, la longueur d'une courbe paramétrée par c: t G [0, 1] — > c(r) G S est fonction de la seule 
triade : 

lc = J^dT ^/7,,e«(T)eJ(r) avec e'(r) = e^^^. (7.42) 
D'autre part, notons U^{A) G SO{2, 1) ~ SU{1, 1) l'holonomie de la connexion A le long de 7. Une matrice 

U=( " + '^'-'''']eSU(i,i) 
\ ai + ia2 a — lao J ^ ' 

avec o?^Qt^ — o\ — o\ = \ peut être de deux types : 

- soit c'est un hoost si = — («g — cnf — a'2) > 0. Dans ce cas, on définit l'angle du boost r; > tel que 

= cosh^ 1] et P"^ = sinh^ rj. Ainsi, en notant Xi les matrices de Pauli générant SU (1, 1), on écrit 

U = zbcoshryld + sinhryiï- X 

où u est un vecteur unité de genre espace dans l'espace de Minkovski simplement l'axe du boost. 

Remarquons que changer Û en —u revient à changer 77 en —r], d'oii la restriction 77 > 0. Notons finalement 
que 

^Tr(C/) = a = coshry ^Tr(C/X) = usinh??. 

- soit c'est une rotation quand = («g — al — a^) > 0. Dans ce cas, on définit l'angle de la rotation 
9 G [— TT, 7r[ tel que = cos^ 6 et 0^ = s\v? 6. Ainsi, on obtient 

U = coseid + smOu- X 

oh u est un vecteur unité de genre temps, l'axe de la rotation. Remarquons que changer u en —u revient 
à changer 6 en —6. Ainsi on peut se restreindre k 6 G [— tt, 7r[ et û orienté futur (sur l'hyperboloïde 
supérieure). 
On définit alors la trace de l'holonomie 



tj = \TrU^{A) = 



±cosh?7 (boost) ^^^g, 

cos^ (rotation) ^ " ^ 



Alors le crochet de Poisson de le et consiste en leur dérivées respectives par rapport à e et à ^ : 



Jt, «^e» (a;) 6Al{x) 



Dériver en fonction de A^{x) revient à insérer le générateur X^ au point x = 7(0) au milieu de U^, c'est-à-dire 
on découpe 7 en deux morceaux 71 (s) et 72(5) séparés par x et on considère la quantité 



sinhr/ 
sin^ 
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avec u{s) = U^-^^g-^û = U^^f^^^u où u est l'axe de l'holonomie (i.e. u{s) est simplement le transporté parallèle 
de û le long de la courbe 7). Alors, un calcul direct donne 



^C! ^7 



± cosh 77 
cosO 



= G 



sinli rj 
siné* 



dT I ds 

7 



dc"(T) dj\s) 



dT 



ds 



<5(2)(c(r),7(s))W(s). 



(7.44) 



L'intégrande est composé de deux facteurs. Le premier est simplement la fonction delta de Dirac (avec le 
Jacobien du changement de coordonnées {x^,x'^) — > (t, s)) nous plaçant au point d'intersection de c et 7. Le 
second est le produit scalaire (un invariant de jauge) de l'axe de la rotation/boost u{s) avec le vecteur unité 
tangent à la courbe c. 

Ici, j'ai utilisé des quantités invariantes de jauge S0{2,1). Mais il reste à implémenter l'autre contrainte 
de jauge F = 0. Je vais les utiliser pour "tourner" la triade e et donc le vecteur e(T) pour l'aligner sur û{s) 
et simplifier l'expression du crochet de Poisson H7.44|l . Plus précisément, je vais fixer la jauge. La condition de 
fixation de jauge ^ que je choisis est 



C = 



sinh r/ 



i{P) A ë{P) = 



(7.45) 



au point d'intersection P — c(t) — 7(5). Une propriété très intéressante de ce choix est que 

{C,lc} = {C,^} = 0, 

par conséquent le crochet de Dirac de Z et i sera identique à leur crochet de Poisson ! De plus, u{P) et e(P) sont 
colinéaires et le produit scalaire dans (|7.44() est ±1 suivant l'orientation relative de c et 7. Ainsi 



± cosh T] 

cos 9 



= G 



D 



sinh r/ 
siné* 



(7.46) 



d'oià les crochets canoniques (dans la fixation de jauge^ 



{Ic,v}d^±1 et {1,,0}d = 1 



L'angle ±77 ou 9 est conjugué à la longueur le dépendant du secteur de l'espace des phases où nous sommes. 
Ainsi lors de la quantification, comme 77 n'est pas borné, le spectre de le sera continu et, comme 9 G [0, 27r], 
le spectre de le sera discret ! Ceci confirme les résultats de l'approche Loop Quantum Gravity décrite dans la 
section précédente. De plus, ce sont les relations de commutation canonique utilisées par 't Hooft dans BB pour 
quantifier son modèle de gravité quantique en 2 + I dimensions. On a donc bien dérivé le même cadre théorique. 

Je ne vais pas décrire la dynamique de la théorie. Mais en fait, la fixation de jauge C ne fixe pas entièrement 
les transformations de jauge générées par les F. Il reste la composante F générant des transformations de e(P) 
colinéaires à u{P) et donc à e(P) : ce sont des variations de la norme de e(P) . Cette contrainte supplémentaire 
va donc s'assimiler à la contrainte Hamiltonienne générant un flot de courbes c (ou 7) décrivant leur évolution 
dans le temps. On remarque qu'elle génère des variations de la longueur le (sans toucher aux holonomies) et 
qu'elle s'apparente ainsi aux transformations conformes. Tout le problème est alors de choisir un temps c'est-à- 
dire une variable conjuguée à cette dernière contrainte. Il s'agit de définir ce que l'on veut dire par une tranche 



^11 est facile de vérifier que son crochet de Poisson avec les contraintes F est non-nul et par conséquent que c'est une fixation 
de jauge légitime. Plus précisément, il est possible d'atteindre la surface contrainte C = par des transformations de jauge 
"topologiques" générées par _F = 0. 

'^Il existe une possibilité de fixation de jauge alternative à i7.45i aboutissant aux mêmes crochets canoniques. C'est la contrainte 
scalaire : 

^ _ sinhr; 
sin0 



u{P) ■ n{P) = 



où n = éî A 62 = e"^^ e^. j^e^e^ est le vecteur densité normal. Cette contrainte commute avec le et tj. Cependant elle ne fixe pas 
directement le crochet de Dirac 17.461 . Néanmoins, une fois u{P) orthogonale au plan tangent, il est possible de choisir une courbe 
c telle que ê(P) soit colinéaire à u et par conséquent satisfaisant le crochet canonique 17.461 . 
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à temps constant. Sans doute que l'inclusion de particules dans le formalisme pourrait aider à définir un temps 
préférentiel. 

Pour retrouver le cadre utilisé par 't Hooft, on peut appliquer les calculs précédents à une triangulation de 
la surface canonique et considérer comme variables canoniques les longueurs des liens de la triangulation. Les 
variables conjuguées seront des angles/boosts associés à chaque lien décrivant le changement de repère d'un côté 
à l'autre du lien. La dynamique modifiera alors les longueurs (et angles) et, quand des longueurs s'annulent, 
modifiera la triangulation elle-même j68| . On peut également penser appliquer ce formalisme à la Loop Quantum 
Gravity . En effet, on peut prendre un graphe et considérer comme variables canoniques les angles/boosts trace 
des holonomies le long des liens du graphe. Alors les variables conjuguées seront les longueurs de courbes 
traversant les liens du graphe. Et la dynamique agira sur les angles/boosts et longueurs et modifiera sûrement 
le graphe initial. Cela permettrait d'avoir un autre point de vue sur la dynamique de la Loop Gravity en 2 + 1 
dimensions. 

Finalement, pour avoir une idée de la dynamique dans ce formalisme, on pourrait regarder le cas du tore. 
Ainsi, choisissons deux courbes/cercles correspondant aux deux cycles du tore. Alors l'angle du cercle 1 est 
conjugué à la longueur du cercle 2 et réciproquement. Ceci est très similaire au formalisme issu de la reformulation 
de la gravité 2+1 sous forme de théorie de Chern-Simons, dont on connaît très bien les détails. Il s'agirait 
de comparer les deux formalismes pour en tirer des informations précises sur la structure du Hamiltonien dans 
notre situation. 

Conclusion : Géométrie Quantique en 2 + 1 dimensions 

J'ai effectué l'analyse canonique de la gravité (Lorentzienne) en 2 + 1 dimensions dans un formalisme de 
Loop Quantum Gravity , c'est-à-dire utilisant le couple de variables canoniques conjuguées connexion SO{2, 1) 
et diade à valeur dans so(2, 1) (couple de 3-vecteurs formant une base orthonormée de la surface canonique). La 
quantification mène à des états quantiques de la surface canonique décrits par des réseaux de spin 5*0(2, 1) : ce 
sont des graphes dont les liens sont labellés par des représentations unitaires de S0{2, 1) et on peut interpréter 
leur dual en tant que variété simpliciale 2d dont les longueurs des côtés sont donnés par le Casimir (sa racine 
carrée) des représentations. 

On peut alors distinguer deux types de représentations : celles à Casimir positif, correspondant à des côtés 
de genre espace et celles à Casimir négatif correspondant à des côtés de genre temps. Dans ce contexte, on 
obtient que les états de géométrie de la surface canonique contiennent des côtés des deux genres et qu'ils n'y 
a pas de critère algébrique pour se restreindre de manière naturelle à des triangulations uniquement de genre 
espace. De plus, résultat important, on obtient : 

(a) un spectre continu des longueurs de genre espace, 

(b) un spectre discret des intervalles de genre temps. 

On peut retrouver cette même conclusion en identifiant une variable conjuguée à la longueur d'une courbe c 
dessinée sur la surface : la trace de l'holonomie le long d'une courbe 7 intersectant c. On remarque alors qu'il y a 
deux secteurs de l'espace des phases suivant que l'holonomie est conjuguée à une rotation ou un boost. Dans le 
cas d'un boost, la courbe c est de genre espace et, l'angle paramètre du boost décrivant l'intervalle non-compact 
K+, le spectre de la longueur ne sera pas quantité. Alors que dans le cas d'une rotation, le courbe c est de genre 
temps et l'angle paramètre décrivant [0,27r], la longueur de c sera quantifiée! Cette analyse canonique permet 
de dériver le modèle de gravité quantique discret en 2-f 1 dimensions de 't Hooft, qui lui avait permis de trouver 
les mêmes résultats "espace continu &: temps discret" . 
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Chapitre 8 



Un nouveau formalisme canonique en 
3 + 1 dimensions 

Je vais maintenant expliquer comment formuler la Loop Gravity sous une forme invariante sous le groupe de 
Lorentz SL(2, C) et non pas seulement sous le groupe des rotations 3d SU(2). L'approche est fondée sur l'analyse 
canonique réalisée par Alexandrov |19[ I26L 177) . Comme dans le cas de la théorie 2 + 1 exposée précédemment, 
la quantification utilisera des réseaux de spin sur le groupe de Lorentz. Il en résultera que le spectre des aires 
(équivalent en 3 + 1 dimensions de la longueur en 2 + 1 dimensions) de genre espace sera en général continu. 

Plus précisément, on trouvera une ambiguïté dans la quantification. Et il sera d'une part possible de retrouver 
le cadre de la Loop Quantum Gravity usuelle (décrite dans la partie I) avec un spectre de l'aire discret. D'autre 
part, on dérivera une théorie quantique compatible avec les modèles de mousse de spin Lorentziens décrits dans 
la partie IV. Dans ce second cas, le spectre de l'aire sera bien entendu continu. 

La motivation du choix de quantification permet alors un nouveau point de vue sur la Loop Quantum Gravity 
et la question d'invariance sous Lorentz. En effet, on retrouvera que la connexion de Lorentz utilisée pour dériver 
la Loop Gravity usuelle ne se transforme pas normalement sous l'action des difféomorphismes d'espace-temps : 
y aurait-il un problème au niveau de la contrainte Hamiltonienne en Loop Quantum Gravity SU(2) ? D'un 
autre côté, la connexion utilisée pour faire le lien avec les modèles de mousse de spin est l'unique connexion 
de Lorentz se comportant bien sous l'action des difféomorphismes d'espace-temps : cela simplifierait-il l'analyse 
de la dynamique de la théorie ? Tout cela révèle une autre question : est-il possible de trouver un lien explicite 
entre la Loop Quantum Gravity SU(2) et les modèles de mousse de spin covariants? 



8.1 Analyse Canonique de la théorie 3 + 1 

Rappelions qu'il s'agit d'analyser et de quantifier l'action de Palatini généralisée Hl.l|l : 

5[w,e] = i/ eijKLS^ /\e-^ /\F^^{lu)-- I e' /\ /\ Fj j {lu) . (8.1) 
2 Jm 7 Jm 

où les I, J, . . . sont des indices à valeur dans l'espace de Minkovski M('^+^) allant de à 3. Je vais suivre l'analyse 
canonique d' Alexandrov JHI- On commence par effectuer un splitting 3 -t- 1 de l'espace A4 en une variété R x S 
en distinguant une direction temporelle des dimensions d'espace. Cela revient à décomposer la tétrade (en 
tant que 1-forme) en : 

6° = Ndt + XiK'^x" 

e = ElN^àt + Eldx" (8.2) 

où i est un indice interne allant de 1 à 3 (restriction de / aux composantes "espace") et a est l'indice d'espace 
labellant les coordonnées x°-. N ei N°- sont comme la lapse et le shift. donne la déviation de la normale à 
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l'hypersurface canonique par rapport à la direction temps. On peut donc définir une (direction) normale (de 
genre temps) par le 4- vecteur 

vivant sur l'hyperboloïde supérieure dans M^^^^^^ des vecteurs unité de genre temps (orientés vers le futur). 
Dénotant par X,Y des indices dans l'algèbre de Lie sZ(2,C) (couple anti-symétrique [IJ]) allant de 1 à 6, on 
définit des nouvelles variables de connexion/triade à valeur dans sl{2, C) (au lieu de SU(2) comme dans la partie 
I). Commençons par la connexion A^ : 

A^ = (V,ie>^-'=). (8.3) 

Puis, on peut définir une triade "rotation" 

ir}, = {-4'Elxk,ED (8.4) 

et une triade "boost" 

B],^{^R^)x^{EletE:xk), (8.5) 

où * dénote l'opérateur de Hodge sur sl{2,C) échangeant les parties rotation et boost dans l'algèbre. On peut 
en fait écrire des projecteurs sur les parties rotation et boost de s/(2,C) en prenant les "carrés" de R et B. En 
effet : 

{Pn)§ = R^R^ = (8.6) 

est le projecteur de sZ(2,C) sur le sous-espace su{2)^ générant les rotations laissant le vecteur (de genre temps) 
X invariant. Egalement 

(Pb)^ = B-B^y . ^ ^^^^^ (8.7) 

\ l-x^ l-x^ / 

définit le projecteur sur le sous-espace des boosts, supplémentaire à su{2)^. L'action exprimée dans ces nouvelles 
variables se lit : 



1 

Le couple de variables canoniques est donc 



Aiix), (^If-y - ifi^') = i>-B>(x.!,). (8.9) 



Puis on a les contraintes de première classe 



Qx = Va[Bx- ^Rx 

1 



-Ha = -\B\--R'x]F^,{A). 



n = — ^ [B - -r) (b - -R\ F{A). (8.10) 



7 



7 / V 7 



Ç génère les transformations de jauge SL(2,C). Tia est une contrainte vectorielle imposant (à travers une 
combinaison linéaire de Q et de Ti.) l'invariance sous difféomorphisme spatiaux de E. Et finalement, Ti. est la 
contrainte scalaire ou Hamiltonienne, dictant l'évolution de nos variables canoniques. Le lecteur pourra trouver 
des expressions explicites dans ^lEHl- En plus de ces contraintes de première classe, s'ajoute des contraintes 
de seconde classe : 

^ab ^ {irR'YRx = (8-11) 
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V'"'' ~ RRVaR. 



95 
.12) 



La contrainte (j) — est la contrainte dite de simplicité et est similaire à la contrainte (|1.2|) . La contrainte — 
est issue du crochet de Poisson {H, 0} et revient à imposer que la contrainte 4> — est préservée au cours de 
l'évolution dans le temps. Il est intéressant de noter la ressemblance de V' avec la contrainte de réalité (|1.27|l du 
formalisme self-dual. Le crochet de Poisson des contraintes (p — (0, ip) est de la forme 12^ : 



Ars = {(fir, fs} = 



Di 

-Di D2 



D^^ 



et son inverse est 

A-/ = 

ce qui nous permet de calculer le crochet de Dirac : 

{/, g}D = {/, g} ~ {/, ^.}A-i{^„ g}. 

L'algèbre des contraintes de première classe n'est pas modifiée, et en définissant 



^^(A) 



d^xA^Gx 



n{N) 



(fxNH, 



V{N) = / d'xN'^iUa+A^gx), 



(8.13) 



les contraintes ont des crochets de Poisson similaires au cas de la Loop Gravity explicités dans la partie I : 

[V[N)MM)]^ = -V{[N,M]), 
P(7V),g(A)}^ = -g(iV"a,A), 

[7i(iV),^(A)}^ = 0, (8.14) 

'v{N),n{N)}^ = -n{Cj^N), 
[niN),niM)'j^ = v{K) - g{K''Ab), 



avec 



[Ai,A2p-/#^ArAf 



[N, M]" = N^dbM" ~ M^ObN"" 
Cj^N = N^daN - NdaN" = {NdaM ~ MdaN)R\R\^g^^ 



(8.15) 



oit fyz sont les constantes de structure de l'algèbre sZ(2,C) (les A e {1,2,3} sont des indices de boosts et les 
B G {4, 5, 6} ~ {1, 2, 3} sont des indices de rotations) : 



JB, 



JAil 



B1B2 



I. 



Ail 



0, 



IbIb. = 0, 



A1A2 



,AiA2B3 



Ainsi, comme dans la section [TTTl Q génère les transformations de jauge SL(2, C) (au lieu de SU(2)), V 
génère les difféomorphismes spatiaux sur E et 7i induit les difféomorphismes dans la direction temps i.e. les 
reparamérisations du temps. 

Cependant les relations de commutation entre la connexion A et la triade R, B changent. Plus précisément, 
la triade commutent toujours avec elle-même. Mais la connexion n'est plus conjuguée à la triade. De plus, la 
connexion ne commute plus avec elle-même et l'expression de son crochet de Dirac avec elle-même est assez 
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lourde (pour les formules explicites, le lecteur peut se référer à |17II26[I^ ). Bien entendu, puisque nous utilisons 
le crochet de Dirac, les variables canoniques initiales perdent leur rôle de variables préférées et nous sommes 
libres de choisir d'autres variables mieux adaptées pour décrire la théorie. Suivant j27j . nous ne modifions pas 
la triade mais cherchons une nouvelle connexion A satisfaisant les critères -naturels et nécessaires pour assurer 
une signification physique/géométrique à A- suivants : 

• A doit être une connexion de Lorentz i.e. se transformer correctement sous la loi de Gauss Ç : 

{GiA), A^}d = 5,A^ - [A,Aaf = 5,A^ - /#zA^^f . (8.16) 

• A doit être une 1-forme et donc se transformer correctement sous diffcomorphisme spatiaux (sur S) : 

{V{N), A}d = A^daN" - N'daAt (8.17) 

• On aimerait que A soit "conjuguée" à la triade, cela permettrait également que les opérateurs aires 
aires ~ <P'x nan^R'^R^^ {oh Ua est la normale à la surface S) soient diagonalisables. Cette condition 
s'écrit : 

{A^ix),R'yiy)}D^Slô^^Hx,y). (8.18) 

On obtient une famille à deux paramètres de possibles connexion A{X, ^) satisfaisant ces conditions i21l - 
Leur expression en fonction de et de iî est : 

^f(A,M) = + 1(^(^1 + ^)-i(l- /i)*)p;î^-l^(^l-i*)[i3„,(?r 

+{\ + fi*){PR*A^ + e^{R)), (8.19) 

avec 

0f (iî) = (x) = (-^^Ç^^, ^) . (8.20) 
Les propriétés de commutation de ces connexions avec la(les) triade(s) sont simples : 

Mf (A, ^^), bUd - si [((1 a*) Pb]^ (8.21) 



(A, A*), Pb}d = (A, /i), x}d = 0. (8.22) 

Malgré cela, le crochet de Dirac de A avec elle-même reste génériquement assez compliqué. 

A partir de là, on obtiendrait, en utilisant comme observables de base les boucles de Wilson/réseaux de spin 
de la connexion A{\,fi), une famille de quantifications non-équivalentes. Ainsi, on peut calculer l'action d'un 
opérateur aire comme dans le cas de la Loop Quantum Gravity (partie I) sur une boucle de Wilson de ^(A, /i) 
dans la représentation (n G N, p > 0) et on trouverait ^| |57] : 

aires - ll^J{\'' + (1 - /i)2)C(su(2)x) - (1 - ii)^Ciisl{2, C)) + A(l - ^i)C2isli2, C)) (8.23) 

où C{su{2)^) ^ J ■ J — j[j + 1) est le Casimir du groupe SU(2)^ (laissant le vecteur x invariant), Ci(sZ(2, C)) = 
T^Tx = .P-K^ ^n'^-p^ et C2{sl{2, C)) = {irT)^TY ^J-K^np sont les deux Casimirs du groupe SL(2, C) 
(on note les générateurs de SL(2, C) et le lecteur peut trouver des détails sur les représentations de SL(2, C) 
en appendice). Remarquons que cette formule d'aire est toujours bien définie grâce à la condition j > n sur le 
décomposition des représentations unitaires de SL(2,C) en représentations de SU(2). 

Il s'agit par conséquent de choisir une (ou des) quantifications "spéciales" distinguées par des propriétés 
supplémentaires imposées sur ^(A, p) qui seraient "naturelles" . Deux cas particuliers se distinguent : 
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D'une part, il existe une unique connexion commutative, qui correspond au choix (A,/i) — (—7, 1) i.e. 

M(-7,l),^(-7,l)}i5 = 0. 



Notons cette connexion A. Alors 



{A^,RUD^75'aiPR)Y, (8.24) 



c'est-à-dire que seule la partie "rotation" de la connexion importe et est conjuguée à la triade "rotation" 
R. Le spectre de l'aire résultant ne prend en compte que la partie "rotation" du Casimir de SL(2, C) 
-la partie 811(2),^,- et reproduit exactement la formule de l'aire de la Loop Quantum Gravity dépendant 
explicitement du paramètre d'Immirzi : 

aires l%-f^Jc{su{2)^). (8.25) 
De plus, on peut expliciter les parties rotations et boosts de A : 

PrA = PH(i-7*)^-7e 

PbA = *e(x)=*(xA5x) ^""-^^^ 

En particulier, la partie boost PbA n'est pas une variable indépendante et est fonction du champ de 
normale x (donc fonction de la triade). De plus étant donné que Q s'annule quand le champ x est 
constant^, dans la time gauge x = XO: A se réduit simplement à la connexion SU(2) d'Ashtekar-Barbero 
à la base du formalisme réel de la Loop Gravity SU(2). 

Plus précisément, A est l'unique connexion SL(2,C) extension de la connexion SU(2) Pr(1 — 7*)^ (le 
lecteur peut trouver la démonstration dans les appendices de |17jV On a donc une pure connexion "rota- 
tion" ou connexion d'espace. 
• D'autre part, il existe une unique connexion d'espace-temps, qui correspond au choix (A,/i) = 
(0, 0) i.e. qui se transforme bien sous l'action des difFéomorphismes d'espace-temps {Ti engendre bien 
les difFéomorphismes dans la direction temps). En effet, c'est l'unique connexion qui coïncide avec la con- 
nexion originale A sur la surface des contraintes = Ha = = 0. Notons cette connexion simplement 
A. Le crochet de Dirac avec la triade est : 

{A^,B^y}o = 5l{PB)§. (8.27) 

c'est-à-dire que seule la partie "boost" de la connexion importe et est conjuguée à la triade "boost" B. 
Le spectre de l'aire résultant ne dépend pas du paramètre d'Immirzi et ne prend en compte que la partie 
boost du Casimir de SL(2, C) : 

aires Pp^J C{su{2)^) - Ci{sl{2,C)). (8.28) 

De plus, on peut expliciter la partie rotation boost de A, qui est simplement égale à la spin-connexion 
fonction de la triade^ : 

PFlAa = r(iî)f = ^fvziPFt)^^ Ra^^cRw + 2^Y^ [R^, RrhiPR)^^ + Rb ^ ^b) Rz^cRw ■ 

(8.29) 

Cette contrainte est à comparer avec la contrainte de réalité H1.28|l et (|2.41l) du formalisme self-dual de la 
Loop Gravity qui impose que la partie réelle de la connexion complexe est égale à la spin-connexion. Dans 
ce cas, on voit que nous travaillons avec une pure connexion de boost. 

Maintenant, je vais procéder à la quantification de ces deux formalismes, qui se distinguent naturellement du 
cas général (A, /i) quelconque. Mais avant je tiens à remarquer que la connexion commutative A ne se comporte 

1 Notons que P^© = 0. 

■^En fait, pour obtenir une expression de PuA reliée à la connexion de spin, il est nécessaire d'utiliser les contraintes de seconde 
classe, que l'on peut ajouter à n'importe quelle fonction des variables sans modifier les crochets de Dirac. 
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pas normalement sous les difïéomorphismes d'espace-temps (sous la contrainte Hamiltonienne 7i), ainsi il risque 
d'avoir des problèmes d'interprétation géométrique de l'action de Ti. au niveau quantique (risque d'anomalie) ! 
D'un autre côté, la connexion d'espace-temps A n'est pas commutative (pour le crochet de Dirac) donc il sera 
plus compliqué de quantifier la théorie dans ce cas ! 

Les boucles de Wilson SL(2,C) et les réseaux de spin correspondants sont toujours des observables de la 
théorie. Néanmoins, l'aire dépend de la normale x comme on peut le voir sur les formules de "spectre" que j'ai 
données ci-dessus. Ainsi si nous voulons quantifier la théorie et obtenir des états quantiques de géométrie vecteurs 
propres des opérateurs aire comme dans le cadre usuel de la Loop Quantum Gravity , il faudra considérer comme 
fonctions d'onde des fonctionnelles invariantes dépendant à la fois de la connexion (de Lorentz), A ou A, et du 
champ de normales x- J'y consacrerai la section suivante, avant de procéder explicitement à la quantification des 
deux théories (classiquement équivalentes) ci-dessus qui nous mènera aux résultats principaux de cette partie : 

• d'une part, à partir de A, on re-dérivera la Loop Quantum Gravity SU(2) et on en donnera une formulation 
invariante sous le groupe de Lorentz, 

• d'autre part, en utilisant A, on obtiendra le cadre des modèles de mousse de spin (voir partie IV) avec 
des réseaux de spin simples décrivant la géométrie de l'hypersurface canonique S à travers son immersion 
dans l'espace-temps. 

8.2 Outils : réseaux de spins projetés 

On s'intéresse donc à des fonctions d'une connexion de Lorentz A G sZ(2,C) et du champ de normales 
X € SL(2, C)/SU(2) (x peut être géométriquement /intuitivement compris comme la normale à l'hypersurface 
canonique S). J'ai introduit le matériel que je décris dans cette section dans l'article |48| . où le lecteur pourra 
trouver des preuves de toutes les affirmations non-démontrées ici. Dans ce cadre, une transformation de jauge 
SL(2, C) agit à la fois sur A et sur x et l'invariance de jauge d'imc fonction f(A, x) se traduit par : 



A l'aide d'une transformation de jauge, on remarque que l'on peut toujours tourner les vecteurs x{x) jusqu'à 
atteindre un même vecteur fixé xo (p&r exemple (1,0,0,0)). Ainsi, une fonction invariante est entièrement 
déterminée par sa section à x = Xo constant (sur E) fxoi^) — fi^-, X = Xo) ■ 



Remarquons que fxoi^) ^ une invariance résiduelle sous SU(2)^j,. Ainsi, nous sommes en train d'étudier des 
fonctions d'une connexion de Lorentz, non pas invariantes (d'une manière effective) sous SL(2,C) mais sim- 
plement sous le groupe compact SU(2) ! Cette fixation de jauge est simplement la time gauge utilisée en Loop 
Gravity . 

Dans ce cadre, je vais introduire des fonctions cylindriques, ne dépendant de la connexion et de x qu'à 
travers un nombre fini de variables. Tout comme les fonctionnelles cylindriques introduites précédemment, elles 
seront à support sur un graphe. Je munirai les fonctions à support sur un graphe donné d'une mesure et décrirai 
l'espace des fonctionnelles L^. Une base sera donnée par des réseaux de spin "projetés" . Puis j'étudierai l'espace 
total des fonctions cylindriques en le décrivant comme un espace de Fock et en discutant la question de raffiner 
le graphe-support. Enfin, j'expliquerai comment étendre le présent formalisme à n'importe quel groupe de Lie 
non-compact. 

8.2.1 Fonctions Cylindriques et Réseaux de Spin Projetés 

Fixons-nous un graphe orienté F dans cette section, avec E liens et V vertex. Une fonction cylindrique de 
A et de X dépendra des holonomies Ui, . . . ,Ue de A le long des liens de F et des valeurs xi, • ■ • , Xv de x aux 
vertex du graphe. Une transformation de jauge agissant sur les holonomies à leurs extrémités, l'invariance de 
jauge d'une fonction cylindrique s'écrit : 



V{fc^} e SL(2,C)®^, (j>{Ui,U2, ...,Ue,Xi,-- • ,Xy) = <l>{ks{i)Uik^^ly . . ■ ,ks{E)UEk^fl,yki.xi, ■ ■ .,kv.Xv)- 

(8.32) 



V.g e SL(2, C) f{A, x) = fi' A = gAg-' + gdg-\g.x). 



(8.30) 



Î{A x) = /xo (^^) pour tout g tel que g.x = Xo- 



(8.31) 
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Grâce aux nouvelles variables Xv, bien que la fonctionelle (j) soit invariante sous SL(2, C)^, la symétrie de jauge 

effective est compacte. En effet, à x fixé, </> n'est invariante que sous x^^]^SU(2)^. . Plus précisément, nous 
pouvons "fixer de jauge" en tournant x sur Xi,...,Xy = Xo, comme fait sur une fonction générique. Cela 
définit la fonction 

(t>xo{Ui,U2, ...,Ue)= (t){Ui,U2,...,UE,Xi =Xo,---,Xv = Xo) 
dont l'invariance de jauge est réduite à (SU(2) 



Xo) 



Physiquement, le plongement de S dans l'cspace-temps À4 est défini par le champ x- Ici, nous avons retenu 
qu'un nombre fini de valeurs xit--tXv et par conséquent, du point de vue de la fonction cylindrique, le 
plongement de E n'est défini qu'en ce nombre fini de points et est laissé flou partout ailleurs : S, vu par la 
fonction cylindrique, n'est défini qu'en un nombre fini de points... En ces points, la normale Xv est fixée et donc 
la symétrie réduite de SL(2,C) à SU(2)^^. 

Puisque la symétrie de jauge effective est compacte, une mesure naturelle pour intégrer les fonctions cylin- 
driques invariantes est la mesure de Haar sur SL(2,C). Plus précisément, on définit la mesure : 

= / Tl'^9e<t>{9i,---,9E,Xi,X2,---,Xv)= T[dge(t)xo{9i,---,9E), (8.33) 

JSL(2,C)*; , JSL(2,C)E 

et le produit scalaire : 

{4>\tp) = / Y[àgi4>{gi,...,gE,Xi,X2,---,Xv)'ip{9i,---,9E,Xi,X2,---,Xv) 

JSL(2,C)JS j 

= / T[àgi4>xo{gi,---,gE)^xo{9i,---,9E)- (8.34) 

Il est facile de vérifier que ces quantités sont bien définies pour des fonctionnelles invariantes de jauge. On peut 
alors considérer l'espace des fonctions L'^ pour cette mesure. 

Avant d'étudier la structure de cet espace, remarquons qu'il sera toujours possible de regarder des observ- 
ables invariantes de jauge et fonction uniquement de la connexion sur cet espace d'Hilbert. En effet, pour 
0{Ui, . . . ,Ue) invariantes de jauge (fonctions cylindriques usuelles de la connexion), on peut considérer les 
éléments de matrices 



m^) = [ 

Js 



n '^9i(l>{9i ,---,9e,Xi,---, Xv)0{gi gE)'4>{gi, . . . ,gE,Xi,- ■ ■ ,Xv), (8.35) 

SO(3,l)« i 

qui ne dépendent pas des x et sont bien définis pour O borné. 

Il est facile d'exhiber une base orthonormale de l'espace L^, que nous noterons Hr- Elle sera donnée par des 
réseaux de spin "projetés" . Leur structure est très similaire aux réseaux de spin décrit précédemment. En effet, 
puisque la symétrie de jauge (effective) est réduite à SU(2), je vais attacher des entrelaceurs SU(2) aux vertex 
au lieu d'cntrelaccurs SL(2, C) comme on s'attendrait pour des réseaux de spin SL(2,C). D'où l'appelation 
"projeté" puisque la symétrie de jauge est projetée de SL(2, C) à SU(2)j^. 

Explicitement, le procédure normale pour construire un réseau de spin est d'assigner une représentation Xj 
de SL{2,C) à chaque lien du graphe F, puis de choisir un SL(2, C)-cntrelaceur pour chaque vertex v du 
graphe et de construire la fonctionnelle réseau de spin en contractant les holonomies Ui[A] (le long des liens Cj) 
dans la représentation Jj avec les entrelaceurs pour obtenir un scalaire : 

</.(A) =(g)/„(g)l?^'(C/,). (8.36) 

V i 

Dans notre cas, on choisit en plus une représentation j^-"^ de SU(2) pour chaque lien du graphe -plus 
précisément deux par lien, un pour chaque vertex aux extrémités- et un S'[/(2)-entrelaceur iy entrelaçant les 
représentations autour de chaque vertex v. Pour coller les holonomies en utilisant ces entrelaceurs, on va les 
projeter au niveau des vertex. 
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FiG. 8.1 ~ Un réseau de spin projeté, fonctionnelle des holonomies Ui et des normales x ■ l^s liens sont labellés 
par les couples de représentations (I, j) de SL(2, C) et SU(2) et les vertex par des entrelaceurs SU(2). 

Pour être plus explicite, notons R-^ l'espace d'Hilbert de la représentation I de SL{2,C) et l'espace 
d'Hilbert de la représentation j de SU{2). Les représentations unitaires irréductibles de SL(2,C) sont de di- 
mension infinie et labellée par un couple (n g N, p > 0) (voir en appendice pour plus de détails). Alors on 
peut décomposer en représentations de SU (2). Pour cela, choisissons un sous-groupe SU(2) particulier 

de SL(2,C) i.e. choisissons une normale (temps) x £ SL{2,C)/SU{2) et regardons le sous-groupe SU{2)x des 
transformations laissant le vecteur x invariant. Alors : 

Rin.,) ^^Vi^y (8.37) 

Appelons P^-*^^ le projecteur orthogonal de R^'^'P'^ sur Vj^^y II s'exprime 

PL-^il àgV{g)D(-^P\g), (8.38) 

ovl Aj = (2j -I- 1) est la dimension de représentation j, l'intégration sur le sous-groupe SU{2)x, D^-^^'P^{g) la 
matrice de g dans la représentation {n, p) et le caractère de la représentation j. 

Pour construire le réseau de spin projeté, on insère ce projecteur aux deux extrémités de chacun des liens et 
la fonctionnelle a la structure suivante autour d'un certain noeud v (trivalent pour simplifier les notations) : 

3 

'/'(f/i, f/2, U3,...,Xv,---) = i^'^'' n %Xvj[''^m,){I,Xv3Ï''^m,\D^^{Ui) . . . autres vertex, (8.39) 

i=l 

OÙ \Ixjm) est la base de V^^^ ^ R^ , avec m allant de —j à j, et oit on somme sur les vecteurs m^. En quelques 
mots, on trace sur V^^-^ au lieu de R?" au niveau des vertex. 

Il est facile de vérifier que ces nouveaux réseaux de spin satisfont l'invariance de jauge l|8.32|l . Et un calcul 
simple permet de montrer qu'une fois choisie une base orthonormale d'entrelaceurs de SU(2), les réseaux de 
spin projetés résultants forment une base de l'espace iîr des fonctionnelles cylindriques de A et x à support 
sur le graphe P i.e. le produit scalaire de deux réseaux de spin est une fonction delta en les représentations T et 
j et en les SU(2)-entrelaceurs. 

Insistons sur le fait qu'a priori il y a deux représentations de SU(2) différentes pour chaque lien, liées à ses 
deux extrémités. Quand on s'occupera de raffiner les réseaux de spin projetés, on sera réduit naturellement à 



8.2. OUTILS : RESEAUX DE SPINS PROJETES 



101 



considérer que les cas où les deux représentations coïncident et donc que chaque lien n'est labellé que par une 
seule représentation de SU(2). 

Il est intéressant de remarquer que les réseaux de spin projetés sont intimement liés aux réseaux de spin usuels 
SU(2). En effet, considérons la restriction d'un réseau de spin projeté, dans la fixation de jauge Vî;, Xv = Xo, au 
sous-groupe SU [2)^ (au lieu de SL(2, C)^). Alors l'invariance de jauge résiduelle signifie que cette restriction 
est justement une fonctionnelle cylindrique sur SU(2) invariante sous des transformations SU(2). Et on obtient 
en fait un réseau de spin SU(2), avec des liens labellés par les représentations de SU(2) données par le réseau 
de spin projeté (en fait, il faut que les deux représentations SU(2) associées à chaque lien coïncident sinon 
la fonctionnelle restreinte est simplement nulle). Ce réseau de spin SU(2) ne dépend plus des représentations 
le = {ne, Pe) de SL(2, C) attachées aux liens, mais seulement des représentations je de SU(2). De ce point de vue, 
les je suffisent à décrire la géométrie intrinsèque 3d de l'hypersurface. Et les {ne,pe) décrivent la manière dont 
l'hypersurface change sous des transformations de Lorentz infinitésimal i.e. le plongement de l'hypersurface dans 
l'espace-temps environnant. En fait, dans les chapitres suivants, nous verrons que diies aux conditions imposées 
sur A et sur A, nous obtiendrons en fait deux formulations complémentaires : avec A, les états décriront la 
géométrie intrinsèque de S tandis qu'avec A, les états décriront le plongement de S dans l'espace-temps. 

8.2.2 Raffiner les fonctions cylindriques 

Tout comme pour l'étude des réseaux de spin exposée dans la partie II, dans l'étude des réseaux de spin 
projetés, j'ai commencé par la construction des espaces d'Hilbert iîr des fonctions cylindriques L"^ à support 
sur Tui graphe donne F. Maintenant, je vais m'intorcsser à la structure de l'espace total des fonctionnelles 
cylindriques c'est-à-dire à la somme sur les graphes de tous les iîr- 

Tout d'abord, nous utilisons simplement la mesure de Haar sur SL(2, C) et l'espace Hy est l'espace des 
fonctions L"^ sur SL(2,C)'® invariantes sous le groupe compact SU(2)^. Ainsi, comme le groupe d'invariance est 
compact, il suffit de prendre des fonctions quelconques sur SL(2, C)^ et d'implémenter l'invariance sous SU(2) 
en intégrant partiellement les fonctions. Il est alors très facile de munir l'espace total H = (BrHp d'une structure 
espace de Fock en écrivant des opérateurs de création et d'annihilation. 

Par exemple, considérons deux graphes Fi C F et notons F' = F \ Fi. Choisissons maintenant une fonction 
if G . On définit l'opérateur d'annihilation agissant sur iîr 

yf € Hria^f)igfer>,x^aer') = / ]J d5e<^(5eGri,a;t,gri)/(ffeGri,â'/^ri,a;„gr) (8.40) 

eeri 

oii on prend les mêmes variables x^gri pour ip et /. envoie bien iîr sur iîr'- 

De même, on peut rajouter des liens à un graphe F en multipliant les fonctions de iîr par des fonctions 
cylindriques à support seulement sur les liens à rajouter. On pourrait également coller deux graphes avec 
des liens en commun si les fonctions cylindriques définies sur les deux graphes sont à support compact. 

Un autre point intéressant est la possibilité de raffiner les fonctionelles cylindriques projetées. En effet, 
physiquement, la fonctioncUe cylindrique ne connaît qu'une nombre fini de points de S : les vertex du graphe, 
oîi on connaît explicitement la normale à l'hypersurface. On peut donc se poser la question de donner plus 
d'informations à la fonctionnelle cylindrique pour qu'elle en connaisse plus sur la géométrie de S. En fait, lors 
de la quantification, les fonctionnelles cylindriques deviendront les fonctions d'onde de la géométrie de S et 
l'état quantique de S ne sera défini qu'à travers l'information lue à partir de la fonctionnelle cylindrique. 

Rajouter l'information de la normale à un point x de S revient à projeter la fonctionnelle à ce point de 
SL(2.C) sur SU(2)^(j;). On s'intéresse donc aux vertex bivalents : pour raffiner une fonctionnelle cylindrique, 
on rajoute des vertex bivalents le long des liens. Dans la limite, on aura projeté la fonctionnelle en tout point. 
Pour définir une telle limite, on aimerait définir des suites de fonctionnelles cylindriques cohérentes à support 
sur des graphes de plus en plus fins. 

Commençons donc par définir la notion de "cohérent", c'est-à-dire comment rajouter /enlever un vertex 
bivalent à une fonctionnelle cylindrique. Pour cela, concentrons-nous tout d'abord sur la relation entre l'espace 



102 



CHAPITRE 8. UN NOUVEAU FORMALISME CANONIQUE EN 3 + 1 DIMENSIONS 



des fonctions ne dépendant que d'un lien et l'espace de celles où on rajoute un vertex au milieu du lien : 

f{9,x,y) = f{kgh'^,kx,hy) 

I ? (8.41) 
0(31, 52, a;, y, = (t){agic-^,cg2b~'^,ax,by,cz). 

L'opération la plus naturelle entre ces deux ensembles est de commencer avec une fonction / et de définir une 
fonction (j) en contractant les deux éléments du groupe : 

/ H9ii92, X, y, z) = /(.g = 31^2, x, y). (8.42) 

On peut alors définir une opération inverse pour aller de à / en intégrant sur la valeur z de la normale au point 
supplémentaire. Plus précisément, / dz(f>{gi,g2,x,y,z) ne dépend de gi et g2 qu'à travers le produit g ~ 51(72- 
Ainsi, on peut exprimer la même intégrale par un produit de convolution : 

(/> ^ fia^x^y) ^ dg(l3{g,g~^g,x,y,z) = àz(j){gi,g2,x,y,z). (8.43) 

JSL(2,C) JH+ 

Néanmoins, cela n'est pas vraiment ce que nous recherchons, car la fonction définie à partir de / ne 
dépend pas de la variable normale z. Ce que nous voulons c'est rajouter l'information z donc nous cherchons 
une nouvelle fonction (j) dépendant de z. 

Pour avoir une idée plus précise de la procédure, il est plus simple de regarder les réseaux de spin projetés. 
Concentrons-nous de nouveau sur un lien particulier du réseau. Trois variables vivent sur ce lien : un élément du 
groupe g et deux normales x et y aux deux vertex extrémités. Le réseau de spin dépend alors d'une représentation 
I de SL{2, C) et de deux représentations ji, ^'2 de SU(2) et la fonctionnelle correspondante s'écrit : 

fig,x,y,...) = {Ixjim,\D^ig)\Jyj2m2)... (8.44) 



On peut créer un vertex bivalent en insérant au milieu de ce lien l'identité 



Vj, Idjîx = / dzP/ (8.45) 
^3 Jh+ 



Cela n'est possible que si ji = j2 = j- En effet, on veut imposer une invariance par SU(2) au niveau du nouveau 
vertex et, pour cela, il fautque cela soit la même représentation de SU(2) de chaque côté du vertex bivalent. 
Ainsi, nous sommes naturellement réduit à une seule représentation j de SU(2) pour chaque lien du graphe ! 
Maintenant, on considère le nouvelle fonctionnelle 

(l){gi,92,x,y,z,...) = -^{Ixjimi\D'^{gi)P^^.D^{g2)\Iyj2m2)... (8.46) 

où on a inséré le projecteur P^^^ sur la représentation j de SU(2)z. Si nous appliquons l'application l|8.43(l et 
que nou intégrons (j) sur z, on retrouve la fonction / de départ. 

Le "problème" avec cette procédure est que cette projection n'est pas compatible avec le produit scalaire, 
c'est-à-dire que les normes de / et de ne sont pas égales. En fait, pour une fonction (p arbitraire, 
/ n'est pas forcément L^... Néanmoins, si (f> était (grosso modo) L**, alors / est L^. On est ainsi amené à 
travailler avec des fonctions dans L'^ O L"^ O O . . . , par exemple des fonctions à support compact (en fait à 
support compact dans l'espace de Fourier, oià on exprime les fonctionnelles comme fonctions des représentations 
I = (ri e N, p G R) de SL(2,C) au lieu de fonctions d'éléments du groupe). Il existe alors des suites cohérentes 
de fonctionnelles cylindriques de plus en plus raffinées! Malheureusement, je ne sais pas si l'ensemble de ces 
suites peut être muni d'une structure d'espace d'Hilbert. Le lecteur pourra cependant trouver une discussion 
plus détaillée de cette question dans 
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8.2.3 Généralisation à un groupe quelconque 

Commençons par rappeller quelques faits de théorie des groupes et introduisons le sous-groupe compact 
maximal d'un groupe donné G et rappelons ses propriétés. On considère donc un groupe connexe linéaire 
réductif G i.e. un groupe connexe fermé de matrices réelles ou complexes stable sous transconjugaison On note 
Q son algèbre de Lie. On définit l'automorphisme O de G consistant à prendre l'inverse du transconjugué. On 
a O^ = 1 et on appelle O Vinvolution de Cartan. Alors 

K^{geG\Qg^g} (8.47) 

est connexe et compact et est un sous-groupe compact maximal de G. Par exemple, c'est 50(3) dans le cas de 
G = 50(3, 1) et c'est SU(2) dans le cas de G = SL{2, C). La différentielle 9 de Q k l'identité 1 est un automor- 
phisme de G, donnée par l'opposé de la transconjugaison. Puisque 9^ = 1, on peut définir la décomposition de 
Cartan de G 

G=p®m, (8.48) 

où p and m sont les espaces propres de correspondant aux valeurs propres 1 et -1 de 9. p consiste des éléments 
anti-Hermitiens de Ç et m des éléments Hermitiens. Et on obtient facilement que : 

[p,p] C p 

[p,ni] C m (8.49) 
[m, m] C p 

La décomposition de Cartan de G est donnée par l'application : 

(fc, u) k exp(w) 

C'est un difîéomorphisme, qui identifie le quotient X = G/K du groupe G par l'action à gauche de if à l'espace 
m. 

Une fonction cylindrique projetée est définie à support sur un graphe F -avec E liens orientés et V vertex- 
et dépend d'un élément du groupe pour chaque lien et d'une variable x G G/K pour chaque vertex. De plus, 
on demande l'invariance de jauge sous G : 

Vfcj G G, 0(51,52, ■..,gE,xi,.. .,xv) = 4>{ksii)giK{i)^ ■ ■ ■ ^ks{E)9Ek~(l;yki.xi, . . .,kv.xv). (8.51) 

Une telle fonction peut être construite à partir d'une fonction quelconque sur G®^ en intégrant (à gauche) sur la 
partie K des E éléments du groupe. Une fixation de jauge correspond à fixer toutes les variables x à des valeurs 
arbitraires et le cas particulier x — Xo revient à fixer tous les a; à la classe d'équivalence [Id] de l'identité i.e. le 
sous-groupe K lui-même. La mesure que j'introduis est le mesure de Haar dg"^^ . L'espace d'Hilbert résultant est 
l'espace des fonctions invariantes L^. Ainsi, nous avons "évité" les problèmes auxquels nous sommes confrontés 
dans l'étude des espaces des orbites pour les groupes non-compacts de la partie IL 

On généralise la construction des réseaux de spin projetés. Pour cela, regardons comment une représentation 
de G se décompose en représentations de K . Soit donc une représentation tt de G définie sur un espace d'Hilbert 
V . Quand K agit par des opérateurs unitaires, alors on peut décomposer tt en représentations irréductibles de 
K (voir chapitre 8 de |SH1) : 

TT = ^UrT (8.52) 

OÙ K est l'ensemble des classes d'équivalence (unitaire) de représentations irréductibles de X et tt-t- G N U {-foo} 
est la multiplicité de chaque représentation. De plus, si tt est une représentation irréductible unitaire, alors 
toutes les multiplicitées n-r sont finies et satisfont < dimr. 

On peut également introduire la notion de vecteurs if- finis qui sont les vecteurs v tels que tt{K)v génère 
un espace de dimension finie. Pour des réprésentations unitaires (ou plus généralement admissibles), tous les 
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vecteurs i^- finis sont des vecteurs C°°, l'espace des vecteurs finis est stable sous Tr{Q) et tous les éléments de 
matrices g — > (7r(g)u,w), avec u if -finis, sont des fonctions analytiques sur G. 

On peut alors introduire les réseaux de spin projetés. On choisit E éléments du groupe gi,. . . ^çe sur les 
liens du graphe et V éléments xi, . . . ,xv sur le quotient G/K. On choisit aussi E représentations T (unitaires 
irréductibles) de G, et 2E représentations de K. On suit exactement la même construction que dans le cas 
SL(2,C) choisissant V if-entrelaceurs et les contractant avec les éléments de matrice de 7r-^*((?i) à l'aide d'une 
base de l'espace d'Hilbert de la représentation du sous-groupe K (en fait du sous-groupe /^(a;) stabilisateur de 
x). Finalement, grâce à la if-finitude des vecteurs utilisés dans la construction, la fonctionnelle résultante est 
parfaitement bien définie. 

8.3 Quantification : retrouver la Loop Gravity SU(2) 

On aimerait quantifier canoniquement la relativité générale en utilisant les boucles de Wilson de la connexion 
de Lorentz A, qui semble n'être qu'une simple extension à SL(2,C) de la connexion SU(2) d'Ashtekar-Barbero. 
Cela sera confirmé au niveau de la théorie quantique. En effet, je vais montrer que l'on retrouve exactement 
comme espace des états quantiques le même espace d'Hilbert des réseaux de spin SU(2) qu'en Loop Quantum 
Gravity . En fait, on aura une extension à SL(2, C) de ces structures i.e. on pourra agir sur les réseaux de spin 
SU(2) avec des boosts et donc explorer la théorie en dehors de la fixation de jauge xi^) = Xo = (li 0, 0, 0) {time 
gaugé). Egalement, on retrouvera le même spectre de l'aire discret et dépendant du paramètre d'Immirzi. On 
aura ainsi complètement dérivé le formalisme usuel de la Loop Quantum Gravity à partir du nouveau formalisme 
canonique covariant. Cela permet d'avoir un nouveau point de vue "covariant" sur la Loop Quantum Gravity 
, et dans ce cadre, il est utile de se rappeller que la connexion A ne se transforme pas normalement sous 
les difféomorphismes d'espace-temps et que cela peut induire un problème d'interprétation géométrique (dans 
l'espace-temps) de la contrainte Hamiltonienne 7i. 

Ce problème semble être relié à la remarque de Samuel |25) comme quoi les boucles de Wilson de la con- 
nexion d'Ashtekar-Barbero n'ont pas d'interprétation dans l'espace-temps. Ainsi, modifier le plongement de 
l'hypersurface dans l'espace-temps change la valeur de cette boucle de Wilson. Néanmoins, cette difficulté dis- 
paraît complètement dans le nouveau formalisme oii nous tenons compte de plongement de l'hypersurface dans 
l'espace-temps grâce au champ de normales x- Ainsi la connexion A dépend explicitement du plongement de 
S dans M à cause de la contrainte l|8.26(l sur PrA. Par contre, les boucles de Wilson de A sont des objets 
(d'espace-temps) bien définis invariants de jauge SL(2, C) donc invariants sous changement de x- Le problème 
réel se situe alors au niveau de la dynamique de A dans l'espace-temps i.e. au niveau de la contrainte Hamil- 
tonienne Ti.. Reste que la théorie est toujours invariante sous difféomorphismes de l'espace-temps car l'algèbre 
des contraintes n'est pas modifiée par le choix de la connexion ! Par contre, choisir une connexion particulière 
revient à choisir une représentation particulière des difféomorphismes. Peut-être que certaines représentations 
posent des problèmes lors de la quantification. Egalement on préfère généralement la représentation naturelle 
des difféomorphismes (de l'espace-temps), ce qui permet de conserver l'interprétation géométrique des quantités. 
Ainsi, il est naturel de préférer la théorie quantique basée sur la connexion d'espace-temps A, que je décrirai 
dans la prochaine section, à la présente quantification reproduisant la Loop Quantum Gravity usuelle. 

Considérons une boucle de Wilson de la connexion de Lorentz A 

Ua[A] =Vexp (^J dx'AfTx^ , (8.53) 

011 a est une boucle orientée (et Tx les générateurs de SL(2,C)). C'est l'objet invariant de jauge de base. 
On regarde habituellement les représentations principales unitaires irréductibles R^-^^^p^ de SL(2,C), car ce sont 
celles intervenant dans la formule de Plancherel (voir en appendice pour plus de détails) . Mais comme remarqué 
précédemment, ces observables ne nous suffisent pas dans notre cas car ces fonctionnelles ne sont pas des vecteurs 
propres de l'opérateur aire et par conséquent n'ont pas d'interprétation physique/géométrique simple en tant 
que fonctions d'onde de la géométrie. En effet, considérons une petite surface intersectant la boucle en un point 
X, pour calculer l'opérateur aire, il faut décomposer la représentation de SL(2, C) en les représentations 

du sous-groupe SU(2)^(a;) (laissant le vecteur xi^) invariant). D'après la formule l|8.25(l donnant l'action 
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de l'opérateur aire, chaque sous-espace donnera une contribution "i\J i{j + 1) et l'opérateur aire total ne sera 
pas une simple multiplication : l'opérateur aire n'est pas diagonal sur les boucles de Wilson (ou réseaux de spin 
SL(2,C)). 

Pour obtenir des vecteurs propres, nous avons besoin de pouvoir sélectionner un sous-espace particulier 
V!',^. Puisque ce sous-espace dépend de y, nous devons considérer des fonctionnelles invariantes dépendant à 
la fois de A et du champ x- Cela justifie l'étude de la section précédente. En effet, les réseaux de spin projetés 
construits projetent bien la représentation iî^"-'') de SL(2,C) sur des représentations ^^(j.-) de SU(2) : un réseau 
de spin donné est un vecteur propre des opérateur aires d'une surface intersectant son graphe-support à un/des 
vertex. Si l'on veut considérer une surface n'intersectant le graphe-support à un vertex, il faut raffiner le réseau 
de spin en introduisant un vertex bivalent sur le graphe au niveau du point d'intersection. Dans la limite d'une 
fonctionnelle infiniement raffinée, on aurait un vecteur propre de tous les opérateurs aire. 

Dans ce cadre, on a des vecteurs propres de l'aire et on peut légitimement écrire le spectre des aires : 

aires - l^J C{S\J{2)^) ^ 7^7(7+1), (8.54) 

qui reproduit bien le spectre de l'aire de la Loop Quantum Gravity SU(2) ! 

Les représentations (n, p) de SL(2, C) n'interviennent pas dans cette formule. On aimerait dire qu'elles 
décrivent simplement la manière dont les réseaux de spin projetés se comportent sous des boosts de Lorentz et 
donc décrivent le plongement de l'hypersurface S dans l'espace-temps. 

A ce niveau, on aurait tendance à penser que le travail est fini. Cependant, il faut décrire la structure d'espace 
d'Hilbert de l'espace des états (ici : les réseaux de spin projetés). On aimerait prendre simplement la mesure de 
Haar naturelle comme utilisée dans la section précédente. Mais, en fait, il faut tenir compte des contraintes de 
seconde classe, qui se manisfestent par les contraintes sur la connexion A. En effet, PbA est fonction de x, et 
cela réduit de 18 à 9 le nombres de composantes indépendantes de la connexion A. Cette contrainte devra être 
pris en compte dans la mesure : on ne veut intégrer que sur les configurations des champs A et x satisfaisant 
cette contrainte ! 

Je rappelle l'expression exacte de la contrainte liant A et x : 

PsA = *e(x)=*(xAÔx). 

Comme nous l'avons vu, une fonction /, de A et de x, invariante de jauge est entièrement déterminée par sa 
valeur /^^ dans la fixation de jauge x = Xo (qui n'est qu'autre que la Urne gaugé). Commençons par analyser ce 
qui se passe dans cette jauge. Dans ce cas, PgA = : A est réduit à sa partie SU(2)^q et devient simplement 
une connexion SU(2). Plus précisément, les holonomies de A sont des éléments de SU(2). Par conséquent, 
pour implémenter cette contrainte, on peut se restreindre aux fonctions f^^ définies sur SL(2, C)^ à support 
seulement sur 811(2)^^ ou, de manière équivalente, il suffit de considérer le produit scalaire : 

(/l.9)=/ df/eCT^ffxo(f^e). (8.55) 

J[SC/„,(2)]S 

Cette mesure est bien invariante sous SL(2,C) : je l'ai définie sur la section x = Xo, il suffit de faire une 
transformation de jauge pour sortir de cette jauge particulière. Par contre, si on regarde ce produit scalaire sur 
les réseaux de spin projetés, il y a une énorme dégénérescence. Et tout comme dans le cadre de la construction 
GNS, il faut enlever tous les états dont la norme est nulle. 

Pour un réseau de spin projeté défini par les représentations (ne,pe) de SL(2,C) et les représentations 
je de SU(2), qui satisfont je > (condition pour trouver la représentation j dans la décomposition de la 
représentation (n, p)), nous avons déjà vu que la restriction de la fonctionnelle, dans la jauge x = Xo, à SU(2)^ est 
simplement le réseau de spin SU(2) labellé par les représentations je- Ainsi, tous les réseaux de spin partageant les 
mêmes labels je sont équivalents du point de vue du produit H8.55() quelque soient leurs représentations (ne, Pe)- 
On retrouve ainsi exactement le même espace d'Hilbert des états quantiques que pour la Loop Quantum Gravity 
usuelle ! 
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De plus, on peut maintenant également décrire les réseaux de spin en dehors de la time gauge i.o. décrire 
les solutions aux contraintes de seconde classe en toute généralité et ne pas seulement les décrire dans la jauge 
X = Xo- Pour cela, prenons une solution des contraintes dans la jauge x = xo, puis agissons dessus par des 
transformations de jauge. Par exemple, prenons un réseau de spin SU(2). Comme nous venons de le voir, c'est 
une solution des contraintes. Agissons dessus par une transformation de Lorentz. Il s'agit de faire tourner le 
champ x{x) et donc les sous-espaces SU(2);^, en tout point de l'espace, en particulier en tout point du graphe- 
support. Pour cela, on est amené à considérer des réseaux de spin projetés en tout point, ou des réseaux de spin 
projetés infiniment raffinés, ou encore des réseaux de spin totalement projetés. 

Pour être plus explicite, regardons le cas d'une simple holonomie u!^'^\a] le long d'un lien a dans la 
représentation (n, p). On choisit une représentation j de SU(2) associé au lien a. On peut définir une "holonomie" 
totalement projetée en choisissant une partition de a = UfeLi[^fc) ûfe+i]) projetant aux A'' points afe de cette 
partition, puis raffinant la partition N —^ oo : 

Ui"'^'^^ [A, x] = ^lirn^ v!^f[ Pl^_^^ Uiy^ [A]Pl^ I , (8.56) 

où P^_^j dénote comme précédemment le projecteur R^^-'P^ ^{x)' aimerait qu'imc telle boucle de Wilson 
ou qu'un réseau de spin défini similairement soit solution des contraintes de seconde classe i.e. ne dépendent 
que de la partie SU(2)^ de la connexion A en tout point. Dans la limite d'un raffinage infini de la partition, à 
un point donné x G a, on. est amené à considérer P^^.^A{x)xT^ P^^y On veut que la partie = K de cette 
expression soit nulle. En regardant les représentations de SL(2,C) (voir en annexe), on aperçoit que : 



j(j + l)' 



Par conséquent la partie boost disparaît à condition que = i.e. si et seulement si np = 0. Ceci sélectionne 
les représentations simples de SL(2,C) avec soit n = (série continue) soit p = (série discrète). Dans ces cas, 
les réseaux de spin totalement projetés, labellés par des représentations simples de SL(2, C), sont bien solutions 
des contraintes de seconde classe (liant A et x)- Leurs sections à x = Xo sont toujours bien les réseaux de spin 
SU(2). 

Ceci conclut l'ctudc des états quantiques de la théorie fondée sur la connexion d'Aslitekar-Barbero généralisée 
A. Ce sont des réseaux de spin totalement projetés labellés par des représentations simples ((0,p) ou (n,0)) de 
SL(2, C). Ils se réduisent dans la jauge x = Xo à de simples réseaux de spin SU(2). Le produit scalaire peut être 
donné dans cette jauge particulière : c'est la même mesure qu'en Loop Quantum Gravity , définie simplement à 
partir de la mesure de Haar SU(2). 



8.4 L'alternative : une Loop Gravity covariante 

On s'intéresse maintenant à une quantification utilisant des fonctionnelles de la connexion A. Rappelons la 
particularité de cette connexion : c'est l'unique connexion se transformant correctement sous les difîéomorphismes 
d'espacc-tcrnps dans le formalisme canonique. 

La difficulté principale lors de la quantification dans ce cas est la non-commutativité (classique) de A. Et il 
faut prendre en compte ce crochet de Dirac non-nul de A avec elle-même au niveau des opérateurs correspondant 
A. Dans ce cadre, je n'ai pas quantifié totalement la théorie, et je ne vais donner qu'une représentation des 
crochets de Dirac en un nombre fini de points de S. Néanmoins, dans cette quantification partielle, on trouve 
exactement les mêmes structures cinématiques que dans le modèle de mousse de spin de Barrett-Crane, que 
je décrirai dans la partie IV. Cette quantification permet ainsi d'obtenir un lien explicite entre le formalisme 
canonique et les théories covariantes de mousse de spin ! 

Commençons par étudier le cas limite 7 00. Alors l'action de Palatini généralisée se réduit à l'action de 
Palatini usuelle avec un unique terme ★(e A e) A F{u)). Les crochets de Dirac s'écrivent : 



{B,B}n = 0, 
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FiG. 8.2 - Un réseau de spin simple labellé par les représentations simples pi, qui définissent l'aire des surface 
duales aux liens. Les x donnent la normale à l'hypersurface au niveau des liens. 

{PbA,PbA}d = 0, 
{PBA^,B'y}n = S'i{PB)§, 

{PrAPrA}d = 0, (8.57) 
et la non-commutativité de A est entre sa partie rotation PrA et sa partie boost PbA et réside dans la contrainte 

PrA = T{R), 

exprimant PrA comme une fonction (la connexion de spin) de la triade R ou B. Puisque la partie PrA n'est 
pas une variable indépendante et n'intervient pas dans les crochets de Poisson de A avec la triade, on aimerait 
l'ignorer. Plus précisément, on aimerait utiliser des fonctions d'onde (toujours invariantes sous SL(2,C)) ne 
dépendant pas de PrA. 

Si on se réduit à chercher des fonctions satisfaisant ce critère à un nombre fini de points, une solution est 
fournie directement par les réseaux de spin projetés labellés par des représentations triviales j = de SU(2). 
De telles fonctionnelles sont nommées réseaux de spin simples. 

Regardons cela plus précisément. Choisissons un nombre fini de points sur E et considérons des graphes dont 
les vertex sont ces points particuliers. Sur un tel graphe, on labelle les liens e avec des représentations (ne,pe)- 
On considère les holonomies J7e[-4] le long de ces liens et on regarde leurs éléments de matrice sur les vecteurs 
invariants sous SU(2). Remarquons que l'espace R^^'P^ ne contient un vecteur invariant sous SU(2) que si n = 0. 
On est donc restreint naturellement aux représentations simples (0,/9e)- La fonctionnelle s'écrit alors : 

S^P'HU,,Xv) = \{{PeXs{e)3 = 0|C/e|PeXt(e)i = 0), (8.58) 
e 

où Xv est la valeur du champ x au vertex v et \pXvj — 0) le vecteur de la représentation p qui est invariant 
sous SU {2)^^. Ce sont des fonctionnelles cylindriques ne dépendant pas de PrA aux vertex! Une expression 
explicite de s^^^"^ {Ue,Xv) est fournie par les noyaux Kp décrits en annexe : 

S^'-HUe^Xv) = n^Pe(x;(i)C/eXt(e)). 

e 

Alors, le crochet de Dirac de deux telles fonctionnelles, à support sur des graphes dont les vertex sont les 
points choisis au début, est nul. D'un certain de vue, les points fixés au début sont les seuls points de S existants. 
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En effet, ce sont les seuls points où on connaît explicitement la normale à E. Les autres points étant rendus 
flous dans l'espace-temps. Dans ce cadre, si on considère deux réseaux de spin simples s'intersectant à un autre 
point que leur vertex, il nous faut "définir" ce point et préciser la normale à ce point : il faut projeter les réseaux 
de spin en ce point i.e. raffiner les fonctionnelles en rajoutant un vertex bivalent. De cette manière, on pourrait 
construire une tour de fonctionnelles dépendant de A qui commuteraient les unes avec les autres. On pourrait 
également considérer la limite de réseaux de spin simples infiniment raffinés. 

De toute manière, on peut regarder l'action de l'opérateur aire sur un réseau de spin simple pour une surface 
intersectant le graphe-support au niveau d'un vertex. Le réseau de spin est un vecteur avec comme valeur 

propre : 

aires ^ V-(^i(SL(2, C)) = ^P? + 1, (8.59) 

en appliquant la formule (|8.28l) pour j = 0. On trouve ainsi un spectre des aires continu. Le point partic- 
ulièrement intéressant est que ces réseaux de spin simples représentent aussi les états cinématiques des mousses 
de spin (voir partie IV pour plus de détails). 

Pour terminer la quantification, il faut préciser l'implémentation des opérateurs ^ et iî : 

= PbAx, 
S 



B 



ÔPbA' 
R = *B, 

P^ = r(^). (8.60) 

Toute la procédure peut se généraliser au cas générique 7 quelconque. En effet, les crocliets de Dirac sont 
alors : 



Pb{1 + -A A, Pb(i + -*]A 
7 / V 7 



D 


= 0, 




= 0, 


D 




D 




D 


^ 0. 



(8.61) 



On remarque que comme PrA commute avec B, on peut ré-écrire la relation de commutation entre A et B 
telle que : 

PBfl + i*)^f,B^}^ = <5^(Ps)?, (8.62) 
étant donné que Pb* = *Pr- On a ainsi la même structure que précédemment en remplaçant 

PbA ^ Pb(^1 + A. 

Par conséquent, on peut garder les mêmes fonctionnelles simples que dans le cas 7 — > 00 en changeant légèrement 
la représentation des opérateurs : on implémente maintenant Pb(1 + 1/7*)^ par la multiplication par PbA. 
D'oîi la quantification : 

Ps(l + -*M = PbAx, 



7 



B = 



S 



SPbA' 
iÇa = TiR), 

P^ = PbA X +-P^. (8.63) 

7 
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On a donc quantifié la théorie en un nombre fini de points. Je ne sais pas explicitement comment la quantifier 
entièrement, bien qu'il semble possible d'utiliser pour cela l'algèbre des fonctionnelles cylindriques décrit ci- 
dessus ou la limite de fonctionnelles cylindriques infiniement raffinées. Néanmoins, on obtient des réseaux de 
spin simples qui diagonalise l'opérateur aire d'une surface et le spectre est continu. Ces mêmes réseaux sont 
également les états cinématiques des modèles de mousse de spin et forment donc un pont entre le formalisme 
canonique et le formalisme covariant des mousses de spin. Finalement, on obtient une théorie quantique (et un 
spectre de l'aire) indépendant du paramètre d'Immirzi 7. Ce résultat est compatible avec l'implémentation de 
l'intégrale de chemin réalisé dans |7U|. qui montre qu'elle est indépendante du paramètre d'Immirzi. 

Conclusion 

Le formalisme canonique invariant sous Lorentz (sans fixation de jauge) nécessite l'utilisation du crochet 
de Dirac tenant compte des contraintes de seconde classe. Les relations de commutation de la connexion (avec 
elle-même) en ressortent bien plus compliquées. Néanmoins, on peut changer les variables canoniques de base 
et il est possible de trouver deux connexions de Lorentz aux propriétés bien particulières. 

La première est l'unique connexion de Lorentz commutative (sous les crochet de Dirac) et implémente en 
fait une extension Lorentzienne de la connexion d'Ashtekar-Barbero. Elle permet de retrouver la Loop Quantum 
Gravity usuelle à partir de notre contexte covariant. De plus, on peut maintenant considérer l'action de boosts 
de Lorentz sur les réseaux de spin SU(2) (états de la géométrie en Loop Gravity ) Le travail effectué ouvre donc 
les portes vers l'étude de changement des états sous modification du plongement de l'hypersurface canonique et 
ainsi de l'action des boosts de Lorentz sur les opérateurs aire de la Loop Quantum Gravity SU(2). Notons que 
cette théorie quantique dépend fortement du paramètre d'Immirzi 7. 

La seconde connexion est l'unique connexion se transformant correctement sous difféomorphismes de l'espace- 
temps. Le fait qu'elle soit non-commutative complique la procédure de quantification. Néanmoins, il est possible 
de quantifier la théorie (de manière partielle, car s'étant restreint à un nombre fini de points ou, en d'autres 
termes, quantifiant une classe restreinte d'observables) et on obtient comme états quantiques de géométrie les 
réseaux de spin simples représentant également les états cinématiques des modèles de mousse de spin. De plus, 
on dérive un spectre de l'aire continu par opposition au spectre discret de la Loop Gravity . Notons que cette 
théorie quantique ne dépend pas du tout du paramètre d'Immirzi. 

Pour le moment, il semble donc avoir un choix entre un spectre discret dépendant de 7 et un spec- 
tre continu indépendant de 7. Reste toujours l'étude de la dynamique exacte de ces théories. L'usage de la 
connexion d'espace-temps sera peut-être alors plus avantageux que celui de la connexion d'Ashtekar-Barbero 
(généralisée) : le comportement "bizarre" de cette dernière sous difféomorphismes de l'espace-temps pourrait 
causer des problèmes lors de l'implémentation de la contrainte Hamiltonienne au niveau quantique. . . 
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Quatrième partie 

L'Espace- Temps en Mousse de Spins 
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Les modèles de Mousses de Spin, ou Spin Foams, sont des modèles d'intégrale de chemin de la gravité. Ils 
apparaissent au carrefour de diverses approches à la question de la gravité quantique : Loop Quantum Gravity 
, théories topologiques {State Sum Models), approches discrètes à la Regge, intégrale de chemin (somme sur 
les géométries) à la Hartle-Hawking, approches catégoriques. Pour le lecteur intéressé, il existe deux revues 
complètes sur le sujet |7T1I7^ . 

Le point de vue de la gravité à boucles nous présente les mousses de spin comme des histoires de réseaux 
de spin et c'est de là qu'est issu le nom de Spin Foam 07]. Ainsi une mousse de spin est un espace-temps 
représentant l'évolution d'un réseau de spin dans le temps (sous l'action d'un Hamiltonien ou d'une contrainte 
Hamiltonienne) : les faces de la mousse de spin sont labellées par des représentations d'un groupe (SU(2) si 
l'on étudie la Loop Gravity ou SL(2,C) dans une approche invariante sous Lorentz), aux côtés sont associés 
des entrelâceurs (entre les représentations des faces adjacentes au lien) et les vertex/points représentent les 
"événements" dans l'espace-temps i.e les lieux de la dynamique. De cette manière, si on considère une tranche 
hypersurface de genre espace d'une mousse de spin, on obtient bien un graphe dont les liens sont labellés par 
des représentations i.e. un réseau de spin ! Alors un modèle de mousse de spin particulier définit une amplitude 
à chaque histoire de réseau de spin. La fonction de partition du modèle est alors la somme de ces amplitudes 
sur toutes les histoires possibles et en cela implémente une intégrale de chemin. 

Le modèle de mousse de spin le plus prometteur est le modèle de Barrett-Crane, censé définir la gravité 
quantique. Il en existe une version Euclidienne j73| et une version Lorentzienne |74| . Il est issu des techniques de 
quantification des théories topologiques. Plus particulièrement, la relativité générale peut être reformulée comme 
une théorie BF contrainte (voir par exemple Or la théorie BF est une théorie topologique que nous savons 

quantifier. De plus, son caractère "topologique" permet de l'étudier sur une triangulation (ou décomposition 
cellulaire générique) de l'espace-temps sans en altérer le contenu. Par conséquent, on peut discrétiser la théorie 
BF et découper l'espace-temps en 4-simplex, quantifier la théorie BF discrétisée, puis imposer les contraintes 
au niveau quantique. Dans ce contexte, le modèle de Barrett-Crane associe des représentations du groupe de 
Lorentz SL(2,C) aux faces de la triangulation et définit une amplitude pour chaque 4-simplex comme fonction 
des représentations qui le labellent. Les contraintes sur la théorie BF se refiètent par des contraintes sur les 
représentations admissibles, qui sont restreintes à être simples. La mousse de spin est alors le dual (topologique) 
de la triangulation de l'espace-temps et l'amplitude d'une histoire/triangulation est le produit des amplitudes 
des 4-simplex la composant. Une tranche 3d de cette mousse de spin définit un réseau de spin simple ! Et on 
retrouve ainsi les états cinématiques de la Loop Gravity covariante construits dans la partie précédente. On 
peut aussi voir ce modèle comme une quantification géométrique des 4-simplex |73l , ce qui fournit une 
interprétation géométrique directe de la théorie. Ainsi on peut le construire à l'aide de bivecteurs quantiques se 
combinant pour former des 4-simplex quantiques. On obtient un espace-temps fait de patchs plats (les 4-simplex 
quantiques), la courbure de l'espace-temps résidant dans la manière dont ces patchs sont reliés |77| . 

Il existe des analogues en basse dimension. Ce sont des modèles discrets quantifiant la théorie topologique 
BF. En deux dimensions, l'approche mousse de spin rejoint l'étude des modèles de matrices (en "0 dimension") 
de la théorie des cordes. On peut comparer le contenu du modèle de mousse de spin avec la théorie BF classique 
et sa quantification canonique et vérifier que tout est bien cohérent j78| . En trois dimensions, c'est le modèle 
de Ponzano-Regge. Il quantifie la gravité Euclidienne en trois dimensions et permet de comprendre le contexte 
des mousses de spin, même si son caractère topologique le distingue irrémédiablement du cas de la relativité 
générale. Il est construit en découpant l'espace-temps en tétraèdre (3-simplex) : on attache des représentations 
de SU(2) aux liens de la triangulation puis on définit des amplitudes invariantes sous SU(2) associées à chaque 
tétraèdre. Cette procédure produit des amplitudes infinies et il faut les régulariser. Il existe diverses méthodes. 
On peut imposer un cut-off sur les représentations. Ou on peut utiliser une déformation quantique du groupe 
SU(2) : on obtient le modèle de Turaev-Viro qui est bien défini et censé quantifier la gravité 3d avec une 
constante cosmologique I^El- On peut aussi remarquer que ces infinis correspondent à une invariance résiduelle 
par difféomorphismes et fixer de jauge cette symétrie |79) . Au final, on associe une amplitude finie à chaque 
triangulation. Le dual de ces triangulations définit une mousse de spin, dont chaque tranche 2d donne un réseau 
de spin SU(2) : le modèle définit une dynamique des réseaux de spin (voir par exemple (HOI)- H existe également 
des versions Lorentziennes de ce modèle j^Sll^ utilisant le groupe SL(2,R) au lieu de SU(2). 

Le lien avec la gravité 3d classique est souvent effectué à l'aide d'asymptotiques de l'amplitude des tétraèdres. 
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On retrouve en effet l'exponentielle de l'action de Regge. La même procédure peut être suivie avec le modèle 
de Barrett-Crane et on retrouve une nouvelle fois l'action de Regge 'Wï\- Mais cela ne fonctionne pas aussi 
simplement. Tout d'abord, on ne trouve pas exactement l'exponentielle, mais le cosinus. Il faut orienter la 
mousse de spin et rétablir la causalité pour reconstruire l'exponentielle |77||S5]. Egalement, il semble que ce 
soient des configurations dégénérées qui dominent la fonction de partition |67l I83L I84| , donc il reste du travail 
pour vérifier que le modèle correspond bien à une théorie de la gravité quantique. 

Un autre point très intéressant est la reformulation des modèles sous la forme d'une théorie des champs sur 
un groupe. En effet, le modèle de Ponzano-Regge peut être écrit sous la forme d'une théorie des champs sur 
SU(2)^", dite de Boulatov-Ooguri "SF. Dans ce cadre, la triangulation/mousse de spin est reconstruite comme 
un diagramme de Feynman de la théorie des champs. Ainsi la théorie génère toutes les triangulations de l'espace- 
temps et son intégrale de chemin définit la fonction de partition des mousses de spin. Pour Ponzano-Regge, il 
existe une version convergente de l'intégrale de chemin j86j . ce qui permet de lui donner un sens physique 
intrinsèque au lieu de se contenter de son rôle de fonction génératrice. 

La même construction est possible en quatre dimensions. On peut ainsi générer le modèle de Barrett-Crane 
à partir d'une théorie de champs sur Spin{A) pour la version Euclidienne [S3I1H1 et sur SL(2,C) pour la version 
Lorentzienne ,89) . Plus généralement, il est possible de faire de même pour n'importe quel modèle de mousse de 
spin [nni- Dans le cas de Barrett-Crane, il existe aussi des résultats de finitudes des amplitudes |91ll92ll??n] et on 
a donc bien un modèle bien défini. On peut aussi se servir de l'intégrale de chemin pour définir les observables 
de la théorie 94_ à travers des corrélations de la théorie de champs. 

L'avantage des modèles de mousse de spin est que ce sont des structures covariantes et construisant l'espace- 
temps même : les mousses de spin sont ^^background independenf\ elles ne sont pas définies sur une variété 
mais la définissent elles-mêmes. En cela, ils présentent un véritable espoir de gravité quantique. Et même si les 
modèles actuels en quatre dimensions se révèlent incorrects (on ne retrouve pas la relativité générale dans un 
régime semi-classique), ils semblent fournir un exemple bien défini d'une théorie d'intégrale de chemin sur les 
classes de géométrie de l'espace-temps. 

Dans un premier chapitre, je commencerai par décrire les mousses de spin 2d. Durant ma thèse, j'ai étudié 
leur relation avec la théorie BF 2d avec Carlo Rovelli et Alejandro Perez pHl- Ici, je présente directement le 
modèle à travers sa théorie de champs génératrice. Je rappelle comment la fonction de partition et corrélations 
de la théorie génèrent une intégrale de chemin sur les géométries 2d. Et dans ce cadre, j'ai tenté au cours de 
ma thèse de comprendre la signification non-pcrturbative et le rôle de cette théorie de champs à travers l'effet 
non-perturbatif le plus simple : les solutions classiques de la théorie de champs. 

Puis je décris le modèle de Ponzano-Regge quantifiant la gravité 3d. Cela permet de présenter la géométrie 
des mousses de spin et de comprendre la logique de l'utihsation de ces modèles. J'aborde dans ce contexte la 
question de l'évolution et de la causalité. A côté de ces considérations géométriques, je fournis également une 
interprétation des solutions classiques de la théorie de champs. 

Dans un second chapitre, je décris le modèle de gravité quantique défini par les mousses de spin de Barrett- 
Crane. Dans un premier temps, j'ai étudié la quantification de la relativité générale aboutissant au modèle de 
mousse de spin |95l I9()| . en concentrant mon attention à la possibilité d'une ambiguïté de type Immirzi. Puis je 
me suis attaché à comprendre la géométrie quantique du modèle et le rôle de la causalité |77l IH^ . 



Chapitre 9 

Mousse de Spin en Basse Dimension 



Regarder les modèles de mousse de spin en basse dimension permet de comprendre la structure de la théorie 
BF et les outils mathématiques nécessaires à son étude. Il est alors possible de faire des calculs explicites et de 
comparer les modèles de mousse de spin aux autres approches à la quantification de la théorie BF. De plus, nous 
pouvons également tester nos interprétations géométriques et le sens physique que nous attribuons aux diverses 
structures de la théorie. En espérant que cela nous mène à une meilleure compréhension des mousses de spin en 
quatre dimensions, censées quantifier la relativité générale. En effet, les structures de base sont similaires même 
si malheureusement ces théories sont beaucoup trop simples pour pouvoir servir de véritable guide dans l'étude 
de la gravité quantique. 

Je commence par décrire la théorie BF en deux dimensions. Je construis les mousses de spin et compare 
l'approche à la quantification canonique. Je montre aussi comment dériver le modèle à partir d'une théorie de 
champs. Dans ce cadre, j'explore la signification non-perturbative de cette théorie de champs à travers l'effet le 
plus simple : les solutions classiques de la théorie. 

Je commence par décrire le modèle de mousse de spin en deux dimensions quantifiant la théorie BF. Je 
montre comment la théorie de champs auxiliaire permet de générer l'espace-temps à partir de rien et j'étudie 
la possibilité d'utiliser les solutions classiques comme géométrie de background. 

Puis je décris le modèle de Ponzano-Regge, explicite la géométrie du modèle et son interprétation en terme 
d'histoire de réseau de spin. Cela permettra de mieux comprendre la logique du modèle de Barrett-Crane. 
Finalement, je regarde les solutions de la théorie de champs générant le modèle de Ponzano-Regge et discute 
leur interprétation dans le cadre de la quantification de la gravité 3d. 



9.1.1 Théorie de champs génératrice 

Le modèle de mousse de spin en deux dimensions correspond à la quantification de la théorie BF : 



011 A4 est une variété 2d, B un champ scalaire sur A4 à valeur dans su{2), A une 1-forme à valeur dans su{2) et 
F sa courbure. Classiquement, les équations du mouvement imposent que la connexion A est plate. La théorie 
est invariante sous SU(2) et invariante sous diflFéomorphisme. De plus, c'est une théorie topologique. On peut 
la discrétiser et la quantifier. La procédure est réalisée explicitement dans |7Sj oii on construit les mousses de 
spin à partir de la théorie classique et oii on compare ses résultats avec la quantification canonique. Ici, je ne 
décrirai pas ce travail, et je m'attacherai à présenter les structures des mousses de spin 2d dans leur globalité. 

Construisons les mousses de spin 2d directement à partir de la théorie de champs génératrice. Soit donc un 



9.1 Théorie BF en 2d 




(9.1) 
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FiG. 9.1 - Propagateurs et Vertex pour les diagrammes de Feynman du modèle de matrices H9.6II de taille N. 
champ (f : SU(2)^ — > C et l'action : 

S['P] = 7; [ dgidg2\ip{gi,g2)f - ^ [ dgidg2dg3ip{gi,g2)fig2,g3)'p{93,gi)- (9.2) 



2 / ^^i"'^^ 21 
On impose une invariance de (p sous SU(2) : 

Vg e SU(2), ip{gi,g2) = vigig, g2g)- (9.3) 
On peut donc exprimer la théorie avec le champ (f> défini par 

H9i92^) = V{gi,92)- 

L'action devient alors : 

sm ^ \ I dg \m? - à / dgd~gm4>m{r^9^')- (9.4) 

^ JSU(2) •J- J 

On demande également que (/3 soit réel et symétrique gi <-> 52- Cela revient à imposer <f> réel et invariant sous 
passage à l'inverse g <-> g~^ . Afin de mieux saisir le contenu de la théorie, on passe à la transformée de Fourier 
décomposant sur les représentations de SU(2) : 

0(g) = Y. ^^^aM9) 
J6N/2 

oil Aj = {2j + 1) est la dimension de la représentation j, £'^f,(g) la matrice représentant l'élément g E SU(2) et 
(p-j^ij la matrice Aj x Aj transformée de Fourier de (fi. Imposer que (j) soit symétrique se traduit par e^cf)^ — 0^e, 
011 e est l'opérateur de conjugaison/parité^sur les représentations de SU(2). Alors, demander (j> réel rend la 
matrice 4^ hermitienne. Un calcul rapide fournit 

S[çb] ^ Y. (^Tr</.2 - ^TTcj^A . (9.5) 
j 

Les secteurs à j différents de la théorie ne communiquent pas et, pour chaque j donné, on reconnaît un modèle 
de matrice simple, correspondant aux modèles de matrices de la théorie des cordes zéro-dimensionnelle. 

Concentrons-nous donc sur une composante j fixée et étudions le modèle de matrice : 

Sn[M] = N QTrM^ _ ^TrA/^^ , (9.6) 

oil N est la taille des matrices M. On peut calculer la fonction de partition (et les corrélations) de la théorie de 
manière perturbative en développant ses diagrammes de Feynman. Les règles de Feynman sont définies par un 
propagateur trivial (1/A^ fois l'identité) et un vertex trivalent de poids N x X. En fait, il y a deux composantes 
du propagateur dues aux symétries de la matrice M = çij : l'identité et un twist (voir figure lïTTl ) . 

Alors les diagrammes de Feynman fermés, dont la somme permet de calculer la fonction de partition, génèrent 
des triangulations de variété 2d. En effet, un diagramme de Feynman donné est un graphe trivalent fermé dont 



leO) est tel que Vg 6 SU(2), D3(g) = eD^ (g)e-^ . On a alors *e(j) = (-)2JeO). 
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les noeuds sont les vertex d'interactions, les liens les propagateurs. Mais c'est même un 2-complexe dont les faces 
peuvent être reconstruites comme les boucles du diagramme de Feynman, prenant en compte qu'il est construit 
à partir de lignes doubles. On peut construire le dual topologique du diagramme de Feynman en considérant 
les triangles duaux aux vertex "d'interaction" (voir 97 pour une approche systématique du problème de la 
reconstruction d'une surface 2d à partir du graphe). A ce point, notons que le propagateur twist est nécessaire 
pour retrouver toute les topologies possibles de variété 2d à partir du développement perturbatif. Alors il est 
facile de calculer l'amplitude d'un graphe donné en fonction de son nombre de vertex V, de côtés E et de faces 
F : 

Elle dépend de la caractéristique d'Euler x(Al) = V — E + F de la. surface 2d M duale au graphe considéré. 
x(Al) est une fonction du genre g de de la variété M et de son orientabilité : x(-^) = 2 — 2g{M) pour une 
variété orientable et x(A^) = 2 — g{M) pour une variété non-orientable. Ainsi, le cas x = 2, g = correspondant 
à une sphère, x = 0, 5 = 1 à un tore, x = 1, 5 = 1 à l'espace projectif P^R, x = 0, g = 2 à la bouteille de Klein, 
et ainsi de suite. La fonction de partition est alors obtenue en sommant sur tous les graphes possibles : 

ZN=J2T.^(a,e,V)X''N'-^^+^^a, (9.7) 

S,e V 

OÙ Af{g^ e, V) compte le nombre de triangulations de genre g avec V triangles orientable pour e = 1 et non- 
orientable pour e = 0. Ces nombres ne sont malheureusement pas connus explicitement. Néanmoins, on connaît 
des asymptotiques permettant de déduire le comportement convergeant/divergeant de Z |85| : 

94 

Af{g^O,V) - V^hf^"^ avec e'^" = -rj^r, 

Mig>l,V) - v-^a+l^l3.v_ (g g) 

Le cas topologique correspond au cas oià l'amplitude d'un graphe ne dépend plus que de sa topologie i.e. de son 
genre g (et de son orientabilité). Il est atteint quand A = 1. Ce cas correspond à la théorie BF. Cependant, la 
somme des graphes de Feynman est alors clairement divergente, ce qui rend l'étude de ce cas particulier difficile 
dans le contexte des mousses de spin. 

On peut introduire des frontières aux triangulations en calculant des corrélations. En effet, on obtiendra 
alors des diagrammes de Feynman ouverts (avec bord). Les observables de la théorie (invariants sous SU(2) 
donc sous conjugaison dans le langague des matrices) sont générées par les TrM". Une telle observable TrM" 
correspond à une frontière définie par un cercle de longueur n unités. Plus précisément, la corrélation 

W = J [dM] TrM"e"^I*^l 

se développe en des diagrammes de Feynman duaux à des surfaces triangulées avec bord un cercle "triangulé" 
par n segments. On peut généraliser cela et définir les corrélations W{c = {cq, ci, . . . }) correspondant à un bord 
avec c„ cercles de longueur n. 

On définit alors des états frontières |c) = |co,ci,...) et les corrélations W définissent des amplitudes de 
transition entre eux. Plus précisément, sur ces états orthogonaux par définition, on peut définir un produit 
scalaire "physique" par 

(c'lc)phys = W{c ^ c') = Wic U c'). (9.9) 
Puis pour obtenir un vrai espace d'Hilbert, il faudrait enlever les configurations non-physiques données par les 
états dégénérés (dont la norme est nulle). Mathématiquement, pour cela, on peut utiliser la construction GNS : 
on considère la C*-algèbre !F des "états frontières" c et la forme linéaire positive définie sur !F par W, alors on 
construit l'idéal de Gelfand T = {c\W{c * c) = 0} et l'espace d'Hilbert physique est le complété de !F/I. 

Ceci est la proposition de |94| décrivant les mousses de spin comme une implémentation propre de l'intégrale 
de chemin sur les géométries. Cependant, pour pouvoir mener ce projet à terme, il faudrait connaître la fonction 
de partition et les corrélations de manière explicite, un calcul perturbatif ne suffisant pas. Dans ce cadre, il est 
légitime de poser la question "cette théorie de champs générant l'espace-temps à partir de rien (vide total), 
a-t-elle une véritable signification non-perturbative ?" Dans ce cadre, le plus simple effet non-perturbatif est 
fourni par les solutions classiques de la théorie, que je propose maintenant d'étudier. 
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9.1.2 Solutions "Classiques" : Instantons de la théorie 

Regardons les solutions classiques de l'action S [M]. La théorie n'ayant pas de paramètre h, il n'y a pas 
de sens évident dans lequel ces instantons dominent la fonction de partition/les corrélations. Le paramètre 
mathématiquement le plus similaire reste la taille N des matrices et il semble que ces configurations "classiques" 
dominent l'intégrale dans la limite TV — > oo. Une autre utilisation de ces solutions classiques est de les considérer 
comme de nouveaux backgrounds et d'étudier la théorie perturbativement autour de ces configurations. 

Commençons par calculer ces solutions. Elles sont solutions de l'équation 

Mo - = 0, (9.10) 

donc elles sont diagonalisablcs avec valeurs propres et — 2/A : à un facteur près, ce sont des projecteurs. 
L'action évaluée sur une solution Mq dépend de la dimension de projecteur k (dimension de l'espace propre 
associé à —2/A) : 

sm = 1^. 

L'action minimale est atteinte pour k = i.e. la solution nulle. 

On peut faire de même pour la théorie de champs sur le groupe. L'équation du mouvement s'écrit 

¥^{91,92} = ^ j dg3ip{g2,g3)'p{g3,gi) ou bien (j){g) = ^ j dg (t){g)(t>{g~^ g~^), (9.11) 

ce qui signifie que (j) = X/2(j)-k(f) où -k dénote le produit de convolution^sur SU(2). Définissant l'application 

P^:/eL2(SU(2))^^,^*/, 

(f) est une solution classique si et seulement si P^ est un projecteur dans l'espace d'Hilbert L^(SU(2)). Reste 
qu'il est plus simple pour les calculs de travailler sur les composantes de Fourier dans quel cas on peut se 

restreindre sans problème à l'étude du modèle de matrice. 

On peut comprendre une solution classique Mq comme une configuration "auto-raSinante" du champs : 
similairement à la logique des triangulations explicitée ci-dessus, Mq peut se penser comme un segment sur le 
bord, ce segment Mo étant "équivalent" à deux segments Mg et ainsi de suite. Plus précisément, regardons la 
fonctionnelle bord "cercle de longueur n" 

2N n-l 



TrMo" = (^-J TrMo, 

qui est égale (sur les Mq) à la fonctionnelle bord "cercle de longueur 1" (à un facteur près). D'une certaine 
manière, Mq ressemble à un état cohérent du segment (quantifie) ! On peut même aller plus loin. On regarde 
les fonctions (invariantes de jauge) d'une matrice : ce sont des fonctions du "segment quantifié", c'est-à-dire les 
états de la théorie. On considère alors la relation d'équivalence suivante : 

/(M) ~ g{M) <^ VMo solution classique, /(Mq) = g{Mo), (9.12) 

définie par l'égalité des fonctions sur l'ensemble des solutions classiques^. L'ensemble des fonctions invariantes 
de jauge étant générée par les TrM", il est facile de voir qu'aux yeux de la relation tous les TrM" pour tous 
n sont équivalents 

Vn,m > 1, TrM" ~ TrM"" 



2 y V 2 



^Le produit de convolution sur SU(2) est défini par o*6(p) = / dga{gg ^)b{g). 
^ Cette construction me fut suggérée par Laurent Preidel. 
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et que le quotient par ~ est généré simplement par des états dépendant du nombre de cercles et plus de leur 
longueur ! De cette manière, on retrouve bien les mêmes résultats du formalisme canonique rendant compte de 
l'invariance par difféomorphismes et du caractère topologique du modèle. Les solutions classiques définissent 
ainsi les états quantiques de la théorie BF originale. 

Maintenant que j'ai discuté la possible d'interprétation physique de ces solutions classiques, regardons à quoi 
ressemble les perturbations autour de ces configurations. Pour cela, définissons la nouvelle action 

Smo m = S[Mo + M] - S[Mo] = N ^TrA/^ - ^TrAf^ - ^TrM^Mo^ . (9.13) 

Dans un contexte non-perturbatif, l'intégrale de chemin de cette théorie devrait coïncider avec l'originale. Dans 
le contexte perturbatif des diagrammes de Feynman, le terme supplémentaire dépendant de A/g introduit une 
modification au propagateur de la théorie. En effet, le terme quadratique en M s'écrit l/2TrAf^(l — XMq) et le 
propagateur devient (1 — AAfo)~^ = 1 — AA/q. Le vertex (d'interaction) de la théorie lui demeure inchangé. C'est 
la contribution des faces dans les diagrammes de Feynman qui va changer, n'étant plus simplement N = Tr/d 
mais Tr(l — XMq)p avec p nombre de côtés/propagateurs autour de la face considérée. Ce nombre dépend de 
Mq et vaut bien N quand p est pair mais vaut N — 2k quand p est impair. Cela casse l'invariance topologique 
de la théorie et permet d'introduire donc un background non-trivial dans la théorie''. 

Dans ce contexte, il est également naturel de modifier l'algèbre des "états frontières" pour prendre en compte 
la solution classique. En effet, on pourrait regarder le terme TrAf^A^o comme un nouveau vertex trivalent et non 
comme une correction au propogateur. De ce point de vue, on obtient sur la frontière des termes en M mais aussi 
en Mq. Mathématiquement, on considère des observables du type TtMqM^ et les corrélations correspondantes 

Wmo = J [dAf]TrA/(5APe"'^'-^o[A^l. 

Ces états frontières oii se mêlent le champs/matrice M et la solution classique Mq peuvent s'interpréter comme 
des perturbations de la géométrie autour de Mq. Ce point de vue se généralise aux modèles en dimension 
supérieure. Par exemple, en dimension 3, notant (j) le champ générateur, la théorie autour de 4>o contient des 
termes en TrçioÇ^'^ qui se peuvent s'interpréter comme des corrections au propagateur mais uniquement en termes 
de nouveaux vertex mêlant (j) et la solution classique 0o • 

Reste à savoir si tout cela permettra d'avoir des informations supplémentaires sur les intégrales de chemin 
(son comportement asymptotique par exemple) et si on pourra utiliser les Mq pour construire des géométries 
de fond intéressantes. . . 



9.2 Géométrie du Modèle de Ponzano-Regge 

Le modèle de Ponzano-Regge est un modèle de mousse de spin quantifiant la gravité Euclidienne en 3d, 
version SU(2) (au lieu de SL(2,R)) de la théorie que j'ai décrite dans le chapitred On peut le définir à la fois 
comme une quantification géométrique d'une triangulation de l'espace-temps ou comme une discrétisation de la 
gravité 3d (qui est une théorie topologique de type BF !). On peut aussi le voir comme une version dynamique de 
la Loop Quantum Gravity en trois dimensions, décrivant la structure de l'espace-temps et définissant l'évolution 
des réseaux de spin. Dans ce contexte, le modèle définit un projecteur sur les états physiques solutions de toutes 
les contraintes (y compris la contrainte Hamiltonienne). Enfin, on peut le dériver également d'une théorie de 
champs génératrice dont j'étudierai les solutions classiques et tenterai de leur donner une interprétation physique. 

9.2.1 Définition du modèle 

Le modèle de Ponzano-Regge est un modèle de géométrie simplicial : on construit l'espace-temps (tri- 
dimensioncl) en collant des tétraèdres ensemble et on associe une amplitude à chaque configuration. Plus 

,2 2 

Remarquons la solution classique (f>j = —Idj correspondant à la distribution (f>{g) = —5(g), autour de laquelle il serait très 

A A 
intéressant de perturber. Dans ce cas-là, la contribution des faces est soit N soit — et on n'introduit que des signes supplémentaires 

par rapport à la théorie topologique. 
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précisément, une représentation de SU(2) peut être considérée comme un vecteur quantifié de norme j 
^(voir par exemple |76| ) . ou intuitivement comme la classe d'équivalence d'un vecteur de norme j sous transfor- 
mation SU(2) (donc sous les rotations 3d). Dans le contexte de la triangulation, il est par conséquent naturel 
d'associer à chaque côté e de la triangulation une représentation V^^ de SU(2), je correspondant à sa longueur 
(tout comme dans le cadre de la Loop Quantum Gravity 3d). Il s'agit ensuite d'associer une amplitude à chaque 
triangulation définie par l'ensemble de ces représentations {je}- Pour cela, on définit le modèle localement et 
on attribue des poids à chaque côté/lien, triangle/face et tétraèdre. 

Le poids associé à un côté est simplement la dimension de la représentation associée Aj = (2j + 1). corre- 
spond aux nombres d'états \m) G possibles du côté/vecteur ayant fixé sa longueur j. Le poids d'un triangle t 
est une fonction des trois représentations ji, j2, js attachées à ses côtés. Si il existe un entrelaceur entre ces trois 
représentations (i.e. le coefficient de Clebsch-Gordan est non nul), alors ce poids est 1, sinon il est simplement 
0. Ceci correspond au nombre de triangles possibles (à rotation près) étant donnée la longueur des trois côtés. 
Mathématiquement, ce poids peut être défini par l'évaluation du graphe labellé par les trois représentations 
Jijj2, js- C'est le produit C^/mjmg Cj^^^^^^ de deux coefficients de Clebsch-Gordan. Finalement, on associe à 
chaque tétraèdre tet le symbole {6j} dépendant des six représentations des côtés de tet. Ce symbole est défini 
par le produit des entrelaceurs (coefficients de Clebsch-Gordan) associés aux 4 triangles de tet : 



En multipliant tous ces poids, on obtient alors une amplitude pour la configuration de la triangulation 
(ensemble des tétraèdres recollés) définie par les je- Et la fonction de partition pour une triangulation T (sans 
bord) donnée est : 



011 A/t est un facteur (combinatoire) ne dépendant que de la triangulation (et non des labels je). 

On peut voir ce modèle comme une discrétisation de la théorie BF topologique, définie sur les variables 
connexion w et multiplicateur de Lagrange B. Cette théorie BF est exactement la gravité tri-dimensionnelle 
avec le champ B étant simplement la triade E (voir partie III pour plus de détails). Au niveau de l'intégrale de 
chemin (pour la fonction de partition par exemple), en intégrant sur le champ B, il ne reste que l'intégration 
sur les configurations de ui contrainte à être de courbure nulle F = : 



Il est alors facile de discrétiser cette intégrale®. Pour cela plaçons-nous sur le dual de la triangulation. On fait 
donc correspondre à chaque tétraèdre un vertex (représentant ainsi un événement dans l'espace-temps) , à chaque 
triangle correspond un lien (Id) reliant les deux tétraèdres auxquels il appartient, à chaque côté une surface 
appelée plaquette délimitée par une boucle reliant les tétraèdres partageant ce côté, et enfin à chaque point un 
volume 3d ou bulle. Ce dual est la mousse de spin elle-même : l'espace-temps est fait de bulles dont les surfaces 
(faites des plaquettes) sont labellées par des représentations de SU(2) (en effet, les sont attachées aux liens, 
donc aux plaquettes duales). On commence par discrétiser la connexion u. On la remplace par une connexion 
"discrète" : des éléments gi de SU(2) associés à chaque lien dual /. Ils sont ainsi rattachés chacun à un triangle 
et décrivent le transport parallèle d'un tétraèdre à un autre à travers le triangle (décrivant donc le changement 
de repère d'un tétraèdre à l'autre). Il est alors normal de discrétiser la 2-forme courbure F[u}] sur des surface, ici 
plaquettes. En effet, on peut remplacer F[ijj] sur une plaquette/face / par l'holonomie de la connexion autour de 
cette plaquette multipliant les éléments de groupe gi des liens sur la frontière de la plaquette. Alors la condition 

^11 y a en fait une ambiguïté dans la norme exacte, certains préconisent j, j + 1/2 ou \/ j{j -|- 1). . . 

®On peut également discrétiser directement la théorie BF, puis effectuer l'intégrale sur le champ B seulement au niveau discret. 
On retrouve le même résultat final, mais cela permet de mieux suivre ce qui advient des symétries continues (comme l'invariance 
sous difféomorphismes) au niveau discret l79l . 




(9.14) 




(9.15) 
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FiG. 9.2 Une plaquette (dual d'un côte de la variété sinipliciale) divisée en wedges, avec ses liens limites (duaux 
aux triangles) et ses vertex limites (duaux aux tétraèdres). 

= se traduit par contraindre l'holonomie à être l'identité sur SU(2). Ainsi on discrétise l'intégrale de chemin 
de la théorie BF : 

\ i •' / f \iedf J 
On peut alors "développer" les fonctions delta en utilisant la formule de Peter- Weyl sur SU(2) : 

%)=EA,Xi(5), 

3 

oîi Xj est le caractère de la représentation j (la trace sur V^). Ceci associe une représentation à chaque face 
(duale) / i.e. à chaque côté e de la triangulation. Un calcul rapide permet alors de retrouver la même fonction 
de partition que précédemment. 

9.2.2 Ponzano-Regge comme un projecteur 

Etudions maintenant les propriétés de ce modèle et regardons comment s'en servir pour calculer des ampli- 
tudes de transition en gravité quantique (3d). Tout d'abord, la propriété fondamentale du modèle de Ponzano- 
Regge est que c'est une théorie topologique^ : les amplitudes calculées ne dépendent pas des détails de la 
triangulation fixée mais de sa topologie uniquement. 

Plus précisément, il existe des égalités "pentagonales" exprimant le produit de 2 symboles {6j} en fonction 
de la somme de produits de 3 symboles {6j}, et similairement un seul symbole {6j} en fonction de la somme 
de produits de 4 symboles Ces identités peuvent être traduites en terme d'invariance de la fonction de 

partition sous les mouvements de Pachner 2 <-> 3 et 1 4, remplaçant respectivement 2 tétraèdres par 3 
tétraèdres (gardant la même frontière) et 1 tétraèdre par 4 tétraèdres, et réciproquement. 

Cette propriété exprime l'invariance du modèle sous raffinement de la triangulation, ce qui reflète que le 
modèle discret décrit exactement la théorie (quantique) continue et non pas seulement une approximation. 

Introduisons des bords/frontières dans le modèle. Du point de vue de la triangulation, on peut définir le bord 
d'une variété simpliciale tri-dimensionnelle par une variété simpliciale bi-dimensionnelle constituée de triangles 
collés les uns aux autres. Dans le modèle de Ponzano-Regge, les côtés des triangles de la frontière sont labellés 

'^En fait, les amplitudes définies sont infinies et le modèle n'est pas bien défini en général. Néanmoins, on peut le régulariser soit 
par cutofi', soit en utilisant un groupe quantique SU(2)g (modèle de Turaev-Viro), dans ces cas, on obtient un modèle topologique 
bien défini. 
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par des spins j. Du point de vue dual, si on prend une tranche 2d de la mousse de spin (duale à la triangulation), 
on obtient un réseau de spin labellé par des représentations j et avec des vertex trivalents. Ces vertex trivalents 
peuvent être considérés comme duaux à des triangles, alors le réseau de spin s'interprète comme dual à une 
variété simpliciale 2d et tout est bien cohérent. La fonction de partition d'une variété avec bords est donnée par 
exactement la même formule que précédemment sauf que nous ne sommons pas sur les spins/représentations j 
externes. 

Ayant introduit des frontières, on peut alors interpréter le modèle de Ponzano-Regge comme nous fournissant 
des amplitudes de transition entre variétés bi-dimensionnelles. En fait, il définit un projecteur, projetant les états 
cinématiques (réseaux de spin labellées par des représentations arbitraires) sur des états physiques solutions de 
toutes les contraintes de la gravité 3d (voir par exemple lOSl)- Plus précisément, considérons une 3- variété M et 
décomposons-la en trois parties Mi, M2 et iV, avec N ayant la topologie d'un cylindre S x [0, 1] (S compact) 
et les bords dMi et dM2 étant isomorphes à E. La fonction de partition de Ponzano-Regge peut s'écrire : 

Zm = Mt ^ ZMiAlije) PAiA2ijeJë) ZM2A2ih), (9-17) 

en choisissant une triangulation de M telle qu'aucun tétraèdre ne soit partagé par deux des régions Mi, M2 ou 
A'^. Ici Ai dénote une triangulation des frontières. La somme sur les spins attachés aux liens internes à Mi, M2 
et N est implicite dans la définition des fonctions Zm._^. et /'ai,A2- 

On a alors la relation suivante grâce à l'invariance topologique du modèle : 

^A2 P^l-A2{je,iÈ)PA2AÀjè,i'e) ^ PAiAÀie,ie), (9-18) 

011 C est une constante de normalisation dépendant uniquement de la triangulation A2 . Cela permet de définir un 
opérateur de projection agissant sur les états de réseaux de spin (p/^ définis sur la frontière d'une triangulation : 

V[M{J) ^ ^aJ2 ^a,a(j, /) ^a(j')- (9.19) 

j' 

Il est facile de vérifier que V ■ V = V , et nous pouvons écrire la fonction de partition comme : 

ZM^^fT Y. P[ZM,Ai]{je)PA,A2{je,3ë)V[ZM2A2\Uè). (9.20) 
ieeAi jèGAa 

Cela nous permet de définir les états physiques de la théorie comme ceux satisfaisant : 

4>A = V[^a] (9.21) 
qui est l'analogue de l'équation de Wheeler-DeWitt. On en déduit le produit scalaire physique : 

(<^A I </>k)phys = Y. M)PAAij,f)A- (9.22) 

ij'eA 

Ainsi, les fonctions Zmi et Zm^ sont solutions de l'équation (|9.21|l et la fonction de partition de M donne leur 
produit scalaire ! Dans ce contexte, il est possible de vérifier que le projecteur projeté bien les réseaux de spin 
sur le secteur F = et que donc le modèle de Ponzano-Regge implémente bien la gravité quantique Euclidienne 
en trois dimensions. 

Il existe une autre manière de comprendre la projection réalisée par le modèle en utilisant la construction 
GNS. Tout d'abord, dans un formalisme connexion, les états frontières sont définis par des fonctionnelles cylin- 
driques. Plus précisément, on définit les données géométriques du bord par une connexion (discrète) sur le 
graphe frontière. Pour être plus concret, considérons un graphe frontière donné P et numérotons ses liens par 
i = 1, ..jN et ses vertex par v. Un état frontière, noté 0, est une fonction cylindrique dépendant d'éléments de 
groupe gi et invariante sous SU(2) aux vertex : 

Vfc„ e SU(2), (j>{gi) = <l>{ks{i)gzk~}.), 
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FiG. 9.3 - Un tétraèdre avec le dual de la frontière et les variables de connexion sur la frontière. 



avec les notations évidentes pour les vertex source et cible. On définit la mesure de Haar sur SU(2)^ pour 
intégrer ces fonctions. 

Ces états frontières forment une algèbre A. Pour appliquer la construction GNS pour les projeter sur les 
"états physiques" , considérons la fonctionnelle linéaire positive : 

w{cb) ^ ^iiacp) ^ [ T\dg, z{g,)(j){g,) (9.23) 

JSU(2)« \ 

OÙ z{gi) est la fonction de partition de la triangulation/mousse de spin avec frontière définie par les gt. Elle est 
définie à partir de la formule (|9.16|l valable pour une variété sans frontière en refermant les faces/plaquettes 
ouvertes à l'aide de la connexion sur la frontière : 

<9e) = (n / dai] n M 3-9' 1 n ^ iîiais^eaf] . (9.24) 

\ l / / interne \l£f j f ouverte \l£f J 

Alors, quotientant par l'idéal de Gelfand : 

I={0|w;(^0) = O}, (9.25) 

w définit un produit scalaire sur A/T et l'espace d'Hilbert sera le complété de A/I pour la norme définie par 
w. 

Dans le cas du tétraèdre, le graphe frontière est le graphe trivalent à 4 noeuds et 6 liens. Les états frontières 
sont des fonctions invariantes de six éléments gi, ..,56- Un calcul rapide donne : 

wi^)^<j>{g,^Id), (9.26) 

et donc les états physiques sont donnés par les connexions plates gi — Id comme prévu. 

Un point important dans la construction d'un projecteur à partir du modèle de Ponzano-Regge est que, 
tout comme dans les intégrales de chemins formelles pour la gravité, nous avons intégré sur les deux signes 
du temps propre. Ceci tue la "causalité". On peut voir cela dans l'asymptotique des symboles {6j} qui, dans 
la limite de grands j, tend vers e+''^ + e~^^ où S est l'action de Regge -discrétisation de la gravité. Les deux 
termes correspondent à des signes de lapse opposés et donc à des configurations à direction temps opposée. 
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A un niveau plus profond, cette symétrie se lit dans l'invariance de la fonction de partition sous changement 
d'orientation g <-!■ des éléments de groupe, qui est due à l'invariance des caractères Xj- Mathématiquement, 
cela correspond au groupe de Weyl Z2 de SU(2). 

Intégrer sur les deux signes du temps propre est tout-à-fait normal si on veut obtenir un projecteur comme 
on peut le voir sur l'exemple de la particule relativiste (voir par exemple 77,). Par contre, si on veut rétablir 
le temps, une structure causale et décrire une évolution (unitaire) des structures dans le temps, il faut briser 
cette symétrie Z2. 

Ce problème est lié directement au domaine d'intégration de l'intégrale de chemin. En effet, l'action 

S[A, E]= j TtE a F{A) 

de la gravité 3d est anti-symétrique en E. Classiquement, on retrouve la relativité générale 3d dans le secteur 
det{E) > 0. Cependant, la théorie BF quantique est définie par l'intégrale de chemin sur les deux signes de E 
et donc de det{E) : 

Zbf = I [di?]e^-^Tr£AF(A) ^ j [^^j / ./ saf(A) ^ ^-^ J saf(A)\ ^ f [dij] g' J ^^af(A)^ 

J Jdet(E)>Q ^ ' Jdet(E)=0 

Négligeant le secteur dégénéré, on voit bien que cette fonction de partition est différente de la fonction de 
partition de la relativité générale oit on intégrerait seulement sur les configurations det{E) > j98| . Intégrer sur 
les deux signes de det[E) effacent la structure causale de l'espace-temps généré car les deux signes de det{E) 
correspondent à des directions temps opposées. Et c'est ce même phénomène qui se reflète dans le modèle 
discrétisé défini par Ponzano-Regge. 

En principe, il est possible de distinguer les deux images mirroirs (en coupant les caractères en deux par 
exemple) , mais il n'y a pas vraiment de motivations pour imposer une flèche temps dans un modèle Euclidien. Par 
contre, regardons le modèle de Ponzano-Regge Lorentzien (63iiBlj . Un tel modèle est fondé sur les représentations 
unitaires de S0{2, 1), explicitées dans les parties précédentes. Il existe alors un modèle topologique utilisant la 
série positive discrète de représentations. Il est intéressant de noter que la symétrie Z2 est alors brisée et que 
les caractères sont de simples exponentielles : SO{2, 1) distingue naturellement deux directions du temps et le 
modèle Lorentzien hérite une flèche temporelle intrinsèque. Dans ce sens, il semble donc que le modèle Lorentzien 
est une bonne quantification directe de la gravité (tenant compte seulement d'un secteur du déterminant). 

Dans le cas Lorentzien quadri-dimensionnel, le groupe de base sera SL(2,C), et son groupe de Weyl Z2, qui 
ne permet pas de distinguer naturellement passé et futur. Il n'existe pas encore d'extension naturelle utilisant 
un autre groupe permettant une telle extension, et pour rétablir la causalité du modèle, on est obligé de couper 
le modèle en deux à la main, se laissant guider par l'intuition du modèle de Ponzano-Regge Lorentzien. Cela 
sera étudié en détails dans le prochain chapitre. 



9.2.3 Théorie de champs génératrice 

Il existe une théorie de champs sur SU(2) générant le modèle de Ponzano-Regge Tout comme dans le 
cas 2d, ses diagrammes de Feynman reproduisent des variétés simpliciales® habillés par des représentations de 
SU(2). 

On définit un champ réel (p sur SU(2)'^ invariant sous permutation de ses arguments et invariant sous SU(2) : 

V5 e SU(2), 0(51,32,53) = (I}{gi9,929,g3g)- (9.27) 

Intuitivement, c'est un champ sur les triangles de M.^ (triangles intrinsèques i.e. classes d'équivalence de triangles 
sous les isométries de R^). Passant à la transformée de Fourier, (j) s'écrit : 

H9i,92,93) = ^^^zf[D^:l{9i)CiXi:i. (9.28) 

i=l 

*En fait, les diagrammes de Feynman donnent des 2-complexes qui ne sont duaux à des triangulations que localement. En 
général, cela fournit des variétés à singularité conique. Plus intuitivement, on remarque que les bulles (duaux aux points) ne sont 
plus clairement séparées mais s'interpénétrent, ce qui rend floue la définition des points de la triangulation. 
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L'action de la théorie génératrice est alors : 



S[(l>] = 7: dgidg2dg3\(l){gi, 92,93)1"^ 

^ •/SU(2)3 

A ' 



~7\ i ft'^5î'/'(ffl>52,53)</>(ff3,ff4,55)'/>(ff5,â'2,ff6)</>(ff6,ff4,â'l)- (9.29) 

Les règles de Feynman définissent un vertex d'interaction dual à un tétraèdre. Et on peut coller ces vertex 
d'interaction à l'aide de propagateurs, qui représentent les triangles. On retrouve alors la fonction de partition 
décrit précédemment quand A = 1. Pour A arbitraire, la théorie définit n'est plus exactement topologique et on 
obtient des facteurs de A exposant le nombre de tétraèdres de la triangulation. De ce point de vue, A permet de 
contrôler le volume de la triangulation : par exemple les petites triangulations sont favorisées quand A est petit. 

Comme dans le cas des mousses de spin 2d, je vais m'intéresser aux solutions classiques de la théorie. 
L'équation du mouvement s'écrit : 

'^0(51: 52, 53) = ^ j dg4dg5dge<j)o{g3,g'i,g5)(t'o{95,92,g6)(t'o{96,9'i,gi)- (9.30) 
Passant à la transformée de Fourier, cette équation s'écrit : 



_ A m 

''010203 3! A ■ A- A- "''"a'^^'^s '''1502013 ^060401 • 



i^l]2]3 _ 1^ -^J Jl|.?3.?4.?5 ^53236 ^36j4jl ''Q31) 



D'où la solution évidente pour (f> donnée par l'inverse des Clebsh-Gordan. Mais il existe certainement d'autres 
solutions. L'action évaluée sur une solution vaut : 



S[(t)o] ^\ j dgidg2dg3(t>Q{gi,g2,g3f 



Comme dans le cas des mousses de spin 2d, on pourra les interpréter comme des états cohérents de triangles. 
En effet, un tel état 4>o invariant sous mouvement de Pachncr 1 <-> 3 est un triangle équivalent à trois triangles, 
et ainsi de suite : c'est une configuration du champ auto-raffinante. 

On peut considérer comme état de la théorie les fonctionnelles du champ 0. Tout comme dans le cas 2d, 
on peut introduire la relation d'équivalence définie par l'égalité sur toutes les solutions classiques. Ce seront 
des fonctions invariantes sous le mouvement de Pachner 1 <-> 3 mais pas forcément sous le mouvement 2 2. 
Par similarité avec le cadre des mousses de spin 2d, on pourrait considérer ces classes d'équivalence comme 
les solutions de la théorie quantique canonique. Mais dans ce cas, puisque nous n'avons pas invariance sous le 
mouvement 2 <-^- 2, cela ne projeté pas sur les configurations à courbure nulle -F = 0. De plus, physiquement, 
ces "états" ne comportent pas de corrélations à longues distances puisqu'elles ne sont possibles que grâce 
aux mouvements 2 <-> 2 (non- ultra- locaux comme les mouvements 1 <-> 3). On peut trouver dans |l()()j des 
considérations similaires sur la dynamique d'une théorie de la gravité 3d ou 4d discrétisée. 

On peut aussi regarder les perturbations de la théorie autour de ces configurations. Elles sont définies par 
l'action : 

SM = S[^o + 0] - S[4,] = i _ A I ^2^2 ^^J^i_^l ^3^^ (9 

avec une modification à la fois du propagateur et du vertex d'interaction. Cela permet d'étudier la théorie autour 
d'un "vide" non-trivial (une géométrie de fond non nulle). 



9.2.4 Conclusion : extension à la théorie BF en dimension 4 

Les construction précédentes peuvent être généralisées à toute dimension et résultent en des modèles de 
mousse de spin quantifiant la théorie BF topologique. 

Examinons la situation en quatre dimensions. On considère une variété simpliciale 4d consistant en des 
4-simplex collés ensemble. La mousse de spin est le 2-complexe dual. Chaque 4-simplex est fait de 10 triangles 
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groupés en 5 tétraèdres. On associe à chaque triangle une représentation de Spin{A) dans le cas Euclidien ou de 
SL(2, C) dans le cas Lorentzien. Chaque tétraèdre est défini par un entrelaceur 4- valent entre les 4 représentations 
de ses triangles. Spin{A) se décompose en SU [2) x SU {2) et ses représentations irréductibles sont labellés par 
deux demi-entiers J = (j, k) correspondant aux deux sous-groupes SU(2). Une base d'une telle représentation est 
fournie par la base usuelle des représentations de SU(2) et est labellée par un couple de demi-entiers M = (m, n). 
Il n'y a pas un unique entrelaceur 4-valent étant données 4 représentations, mais les entrelaceurs forment un 
espace d'Hilbert. Une base est donnée par la décomposition de l'entrelaceur en deux entrelaceurs 3-valents. 
Comme les entrelaceurs 3-valents sont uniques (coefficients de Clebsh-Gordan à une normalisation), la base est 
labellée par une représentation de Spin{A) intermédiaire. On note ces entrelaceurs (orthonormés) C'j^/j'jv/^MaMi 
avec J la représentation intermédiaire. 

Finalement, un 4-simplex est fait de 10 triangles labellés par 10 représentations et de 5 tétraèdres labellés 
chacun par un entrelaceur. On associe alors à chaque 4-simplex l'unique amplitude invariante fabriquable à partir 
de ces 15 représentations. C'est le symbole {15j} de Spin{A), obtenu en contractant les 10 représentations avec 
les 5 entrelaceurs. 

Regardons plus précisément ce qui se passe au niveau des tétraèdres, on leur associe un diagramme oeil 
labellé par les 4 représentations Ji, .., J4 des triangles et par deux représentations "internes" J et K décrivant 
les entrelaceurs attribués au tétraèdre vu des deux 4-simplex qui le partagent. Contractant les deux entrelaceurs, 
l'évaluation du diagramme oeil vaut 1 si J = iiT et sinon, ce qui correspond au nombre d'états quantiques du 
tétraèdre. On remarque que le tétraèdre est le même vu des deux 4-simplex. 

Comme en 3d, on pourra reconstruire tout cela par une discrétisation de la fonction de partition de la théorie 
BF et on pourra également suivre la même construction d'un projecteur que dans le cas 3d. 

A ce point, il est nécessaire de souligner que le 4-simplex construit tel quel à partir de la théorie BF n'est 
pas géométrique, dans le sens qu'il n'y a aucune relation entre le champ B de la théorie et la métrique. Il est 
par contre possible d'imposer une telle relation et de construire un 4-simplex géométrique en contraignant les 
représentations qui le labellent |22|- Cela mène au modèle de Barrett-Crane que je discute dans la prochaine 
partie. Alors, la représentation interne d'un tétraèdre sera différente vu des deux 4-simplex et l'évaluation du 
diagramme oeil ne sera plus simplement ou 1 mais on obtiendra un espace d'états quantiques du tétraèdre 
beaucoup plus riche |7f)j . 



Chapitre 10 



La géométrie quantique selon 
Barrett-Crane 

Le modèle de Barrett-Crane est un modèle de mousse de spin quantifiant la relativité générale. D'une part, 
on peut le voir comme une quantification géométrique de 4-simplex collés par la suite pour construire un 
espace-temps, tout comme le modèle de Ponzano-Regge pouvait être considéré comme la théorie d'un tétraèdre 
quantique. D'ailleurs ce point de vue se reflète dans la possibilité d'écrire une théorie de champs génératrice pour 
le modèle. D'autre part, on peut dériver le modèle à partir de la théorie BF. En effet, il existe une reformulation 
de la relativité générale sous la forme d'une théorie BF contrainte (les contraintes sont d'ailleurs les contraintes 
de seconde classe ()1.2|l 'l. Dans ce contexte, la quantification de la théorie BF en n'importe quelle dimension est 
connue et s'effectue d'une manière parallèle au cas tri-dimensionel. Ensuite, il s'agit d'imposer les contraintes 
au niveau quantique pour obtenir un modèle quantifiant légitimement la relativité générale. 

Dans un premier temps, je vais rappeler en introduction la quantification d'un 4-simplex effectuée par Barrett 
et Crâne dans les cas Euclidien et Lorentzien |73[ I74| . ce qui permettra de comprendre les objections possibles 
à la pertinence du modèle en tant que gravité quantique. 

Puis dans une première section, j'expliciterai la dérivation de la relativité générale (action de Palatini 
généralisée) à partir de la théorie BF et je montrerai comment traduire les contraintes au niveau quantique. 
Dans ce contexte, je soulignerai le rôle du paramètre d'Immirzi. 

Ensuite, je décrirai le modèle de Barrett-Crane lui-même et la géométrie quantique qu'il définit. En effet, le 
modèle n'est plus topologique et il s'agit de comprendre quels sont vraiment les degrés de liberté de la théorie. 

Enfin, je terminerai ce chapitre par le problème de la flèche temps : le modèle est-il causal et peut-on le 
comprendre en terme d'opérateur évolution? 

10.1 Rappels sur la quantification d'un 4-simplex 

Dans notre cadre, la quantification du 4-simplex se fait à partir de sa description géométrique en fonction 
de bivecteurs. A partir d'un 4-simplex géométrique on peut construire les 10 bivecteurs b{t) correspondant à 
ses 10 triangles t (on prend le bivecteur e A / pour un triangle dont les vecteurs côtés sont e, f, g ^ ^(^ + /))• 
Réciproquement, un 4-simplex géométrique est uniquement déterminé par ses 10 bivecteurs. Plus précisément, 
soit un 4-simplex combinatoire avec 10 bivecteurs correspondant à ses 10 triangles et satisfaisant les conditions 
suivantes [^3 : 

(1) Le bivecteur b{t) change de signe si l'orientation du triangle t change. 

(2) Chaque bivecteur b{t) est simple i.e. de la forme e A /. Cela équivaut à la condition (6, *b) = 0. 

(3) Si deux triangles ont un côté en commun, alors la somme des deux bivecteurs est encore simple. 

(4) La somme des quatre bivecteurs correspondant aux faces d'un tétraèdre est nulle, prenant comme orien- 
tation des triangles celle de la frontière du tétraèdre. 
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(5) La configuration des bivecteurs est non-dégénérée : les bivecteurs de six triangles partageant un même 
vertex sont linéairement indépendant. 

(6) Dans le cas Euclidien, les bivecteurs peuvent être considérés comme des opérateurs linéaires en utilisant 
la métrique Euclidienne. Alors pour n'importe quels 3 triangles sur un même tétraèdre, on suppoe que 
Tr6i [62,^*3] > 0, l'ordre 1,2,3 étant déterminé par l'orientation de la frontière du tétraèdre. Dans le cas 
Lorentzien, il faut prendre en compte le genre temps ou espace du tétraèdre. Par exemple, dans le cas de 
tétraèdre de genre espace, on impose la même condition que dans le cas Euclidien. 

Alors les 10 bivecteurs déterminent un unique 4-simplex géométrique à translation près (et inversion par rapport 
à l'origine près). Remarquons que la condition (6) permet de distinguer une configuration b{t) de son opposée 
—b{t) (le signe de la trace change) et de son dual *b{t) (on obtient un 4-simplex dégénéré avec Tr6i[62, ^3] = 0). 

Notons que dans le cas Euclidien, la contrainte de simplicité d'un bivecteur b s'exprime facilement en utilisant 
la décomposition de b en parties selfduale et antiselfduale b = b^ + b~ avec *b^ = ±6* : un bivecteur est simple 
ssi |5+|2 = |6-|2. 

Il s'agit de quantifier le 4-simplex en respectant les conditions (1) — f6)|73[ ITH I76| . Commençons par le 
cas Euclidien. On effectue une quantification géométrique utilisant une correspondance entre l'ensemble de 
bivecteurs A^M^ et l'algèbre (son dual) so(4)* : 

e : A2K4 ^ ,o(4)* 

eA/ ^ 0{eAf):l€so{4)^r]{leJ)eR ^ ' 

où J] est la métrique Euclidienne (plate). Il est important pour la suite de noter une ambiguïté dans la définition 
de cette correspondance. En effet, on peut utiliser l'isomorphisme 9o* |7f)j et même plus généralement do(^a*+l3) 

m- 

Identifiant so(4)* et so(4), on peut remplacer les bivecteurs par des générateurs du groupe 50(4) ~ Spin{A) 
et on se retrouve avec un générateur J € so(4) sur chaque triangle. Quantifiant géométriquement (7()| . on se 
retrouve avec une représentation de S'pm(4) sur chaque triangle et il s'agit de traduire les conditions (1) — (6) 
en des contraintes sur les représentations. 

Les représentations de Spin{A) ~ SU(2) x SU(2) sont des couples de représentations de SU(2) et sont donc 
labellées par des couples de demi-entiers (j+, j_). Tenant compte qu'un bivecteur est simple ssi (6, *6) = 0, on 
peut quantifier la condition de simplicité en (J, *J) = 0. Ceci est le second Casimir de spm(4) et se traduit 
donc en : 

j+(j+ + l)-i-(j- + l)-0 i.e. j+^j-. (10.2) 

Ainsi les représentations simples de S'pm(4) sont labellées par un unique demi-entier j = j_ = Ce sont les 
seules représentations de Spin{A) contenant un vecteur invariant sous SU(2). Nous noterons ainsi |(j, j)a;0), en 
reprenant les notations de la partie précédente, le vecteur de la représentation (j, j) invariant sous le groupe 
SU(2)^ stabilisateur du vecteur a; G 5^ ~ S'0(4)/S'0(3). 

Alors, interprétant un tétraèdre comme un tenseur sur les 4 représentations attachées à ses faces, la traduction 
des conditions (1) — (4) est immédiate : 

(1) Changer l'orientation d'im triangle change sa représentation en son dual. 

(2) Chaque représentation est simple i.e. du type (j, j). 

(3) La somme de deux bivecteurs se traduit par le produit tensoriel des représentations. Pour deux triangles 
d'un tétraèdre, le produit tensoriel des deux représentations se développe sur les représentations (j_, j+) 
de spîn(4). On impose que le tenseur du tétraèdre soit non- nul seulement sur les composantes simples 
(j, j) de la décomposition. 

(4) Le tenseur associé à un tétraèdre est un tenseur invariant i.e. un entrelaceur entre les quatre représentations 
attachées à ses faces. 

Ces conditions déterminent de manière unique l'entrelaceur attaché à un tétraèdre en fonction des 4 représentations 
le labellant |101| . On l'appelle V entrelaceur de Barrett-Crane. C'est l'unique entrelaceur invariant sous 50(3)^ 
et peut être considéré comme un entrelaceur sur l'espace SO{4)/SO{3) ~ S^, fait qui peut se généraliser à 
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toute dimension |102| . Cette invariance au niveau des entrelaceurs peut être interprétée comme implémentant 
l'invariance de la géométrie d'un tétraèdre sous le groupe 5*0(3). 

Décomposant l'entrelaceur sur la base d'entrelaceurs trivalents, il se décompose uniquement sur les représentations 
simples avec avec coefficients leur mesure de Plancherel (la dimension des représentations) : 

(■ •w(j3, ja) 

j^^..,.3,..^^(2j + l)^ (10.3) 
^ {hJ2)' Ha-, 3 a) 

où on peut permuter le rôle des représentations 1, 2, 3, 4 dans la décomposition de l'entrelaceur (il est "isotrope"). 
Il peut également être écrit comme une intégrale sur l'espace homogène : 

f^S''^^'^-^ / dxl[{U^,J^)xO\. (10.4) 

•^•s-' T=i 

Il n'y a pas de traduction de la condition (5). Mais il est possible d'étudier la condition (6). Cette contrainte 
est importante car elle permet de distinguer les secteurs b ^ —h ci h ^ *b. Pour cela, il faut introduire des 
opérateurs volumes chiraux : 

C/± =±Tr6±[62±,6±], 

oit sont les composantes self-duales et anti-self duales de b dans spm(4). Il y a 4 possibilités au niveau 
classique : 

a. ce sont les bivecteurs b eux-mêmes qui forment le 4-simplex, alors [/+ > et U^ = — 

b. ce sont les bivecteurs —b qui forment le 4-simplex, alors f/+ < et U^ = — 

c. ce sont les bivecteurs *b qui forment le 4-simplex, alors U+ > et = t/+. 

d. ce sont les bivecteurs — * b qui forment le 4-simplex, alors U+ < et U^ = [/+. 

Au niveau quantique, il est possible d'imposer la contrainte de chiralité {7+ + U- = sélectionnant le secteur 
±6 (et éliminant le secteur zL * b). Cela choisit la correspondance à utiliser entre les bivecteurs et l'algèbre (en 
fait, cela contraint la structure de Poisson sur les générateurs de l'algèbre) et il faut que cela soit 9 o * et non 
pas 9 [7H] ! Ainsi l'ambiguïté au niveau de la correspondance est totalement fixée. Néanmoins, il n'est alors pas 
évident du tout d'imposer la contrainte U^ > au niveau quantique, que l'on laisse de côté pour le moment. 
Le lecteur trouvera plus de détails sur la procédure de quantification en appendice. 

L'extension au cas Lorentzien a été également réalisée par Barrett et Crâne [73]. La logique de l'étude est 
la même que dans le cas Euclidien. Cette fois-ci, on travaille avec le groupe de Lorentz 50(3,1) ~ SL(2, C). 
Les représentations unitaires sont labellées par des couples {n € N/2,p G R). La simplicité des représentations 
correspond à la nullité du second Casimir np = 0, ce qui restreint aux représentations (0, p) et (n,0). Il y a 
cette fois-ci trois entrelaceurs simples possibles : un correspond au quotient SL(2, C)/SU(2) isomorphe à l'hyper- 
boloïde supérieure H+ dans l'espace de Minkowski, un correspond au quotient SL(2, C)/5C/(1, 1) isomorphe à 
l'hyperboloïde à une nappe Tio, et un correspond au cône de lumière. Dans les trois cas, si on regarde les fonctions 
L^ sur ces espaces, on peut les développer en transformée de Fourier (en fait, transformée de Gelfand-Graev) 
sur des représentations simples. 

Concentrons-nous sur le cas du quotient SL(2, C)/SU(2) ~ H+. Les fonctions L^ sur l'hyperboloïde se 
décompose sur les représentations simples du type (0,/?) : 

L^{n+) = J p^dpR 

L'entrelaceur de Barrett-Crane s'écrit dans ce cas comme une intégrale sur 7i+ : 

JP^^P^P^P^, ^l^RiO,P,) ^ C 
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en considérant les éléments des R^^^'P^ comme des fonctions sur l'hyperboloïde. On peut également décomposer 
cet entrelaceur en des entrelaceurs trivalents ce qui donne : 

ou l'écrire en tant qu'intégrale sur 7i+ des projections sur les vecteurs de R^^'P^") invariants sous SU(2) comme 
dans le cas Euclidien (|l().4(l . 

Regardons donc maintenaint le 4-simplex quantique que nous avons construit. Il est défini par 10 représentations 
simples décrivant ses 10 triangles et par 5 entrelaceurs simples définissant les tétraèdres. Etant donnée la corre- 
spondance entre 5 <-> * J définie par 9 o \e Casimir ( J, J) des représentations simples correspond à la quantité 
classique {*b,*b) = ±{b,b) suivant que nous sommes dans le cas Euclidien ou Lorcntzien. On obtient ainsi 
l'aire (au carré) du triangle^ : un triangle labellé par (cas Euclidien) aura comme aire + 1) et un 

triangle labellé par (0, p) (cas Lorentzien) aura comme aire y^/j^+l > 0. On remarque que le cas Lorentzien 
nous fournit le même spectre de l'aire qu'obtenu avec l'approche canonique covariante décrit dans la partie 
III. Ensuite les tétraèdres sont définis par les entrelaceurs simples, qui s'expriment comme des intégrales sur 
les espaces homogènes et H+. Les vecteurs sur et H+ peuvent alors s'interpréter comme la normale au 
tétraèdre. Dans le cas Lorentzien, cela nous restreint donc à des tétraèdres de genre espace ! Ce qui permet une 
comparaison avec un formalisme canonique décrivant l'évolution dans le temps de tranches de genre espace. 

Au final, nous avons quantifié un 4-simplex. Il faudrait maintenant construire une variété simpliciale en 
recollant ses 4-simplex quantiques. Reste que de la manière de recoller dépend la propagation des degrés de 
liberté de la théorie. Pour cela, nous allons partir d'une théorie continue, la relativité générale (car on veut un 
modèle de gravité quantique !), et on va la discrétiser. Il se trouve qu'il existe une reformulation de la gravité en 
tant qu'une théorie BF contrainte qui permet de redériver les mêmes 4-simplex quantiques. Mais de plus, elle 
permet de décrire le couplage entre ces 4-simplex et donc potentiellement de créer des corrélations. Et c'est ce 
que je vais décrire dans les sections suivantes. 



10.2 La gravité comme une théorie BF modifiée 

10.2.1 Contraindre la théorie BF 

Introduisons l'action de Plebanski |103| . qui est une action de type BF avec des contraintes quadratiques 
sur le champ B : 



S = S{uj,B, 



B'-' A Fij{lo) - I^ijklB'^'^ a b" 

M 

IJ 



(10.7) 



oit uj est une 1-forme à valeur dans so(4) (so(3, 1)), uj — uj^ Jjjdx"' , Jij étant les générateurs de so(4) (so(3, 1), 
F = d^uj est la 2-forme courbure de w, B est aussi une 2-forme à valeur dans so(4) (so(3, 1)), i? = B^'^Jjjdx" A 
dx^, et (fiijKL est un multiplicateur de Lagrange satisfaisant cjiijKL^^'^^'" ~ (de plus (pijKL est supposé 
symétrique sous échange de (/J) et (KL) et antisymétrique sous I ^ J et K ^ L). Dans la suite, a,(3, .. sont 
des indices d'espace-temps et I, J, K, ... dénotent des indices internes. Les équations du mouvement sont : 

dB + [uj,B] = F" (lu) = (I)"^^Bkl b" a B^^ = ee"'^^ (10.8) 

avec e — -^f-ijKhB^' A B^^. Quand e 0, les contraintes H10.8|l sont équivalentes à ejjklB^i^ B^^^^ — eabaie 
[7H] . ce qui signifie que cjjklB^'^ B^^"-'' — i.e. Bab est un bivecteur simple. De plus, H10.8|l est satisfaite si et 
seulement si il existe un champ de tétrade réel = e^dx" tel qu'une des équations suivantes soit vraie : 

I± B^' = ±e' A (10.9) 



^11 y a toujours des ambiguïtés lices à la quantification. Ainsi un autre choix de conventions donnent les spectres V^{j + 1/2) et 
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II± B" = ±^e" KLe^ A e^. (10.10) 



Restreignant le champ B à toujours être dans le secteur //_[- (ce qui est parfaitement possible classiquement), 
l'action se ré-écrit : 

S 

Im 

qui est bien l'action de Palatini pour le formalisme du premier ordre de la relativité générale. 



/ eijKLe' A e-' A F^^ (10.11) 

JM 



Il est possible de généraliser les contraintes pour pouvoir dériver l'action de Palatini généralisée et introduire 
le paramètre d'Immirzi. Ainsi |104j introduit l'action : 

S = j B'-' A Fij - ^(bijKLB" A + ^iH (10.12) 

oii H = ai(f>ij^'^ + a24>ijKL£^''^^ avec ai et a2 des constantes arbitraires. 4> (scalaire) et /i (4-forme) sont des 
multiplicateurs de Lagrange, avec ayant comme symétries (/jijkl = —4>jikl = —4>ijlk = 'Pklij- impose 
la contrainte sur le champ B, tandis que /i impose la condition H(<j)) = sur cf). L'opérateur * agit sur les indices 
internes de telle sorte que = 1/2 (i.jklB^^ . Ainsi *^ = e, avec e — 1 dans le cas Euclidien et e = — 1 dans 

le cas Lorentzien. 

Ceci est l'action la plus générale du type BF avec des contraintes quadratiques sur le champ B : la contrainte 
scalaire H = est la plus générale possible étant données les symétries du champ (p. Alors les équations du 
mouvement sont les mêmes que pour l'action de Plebanski sauf que la contrainte sur le champ B se complique : 

2a2B^-' A Bu - eaiB" A ^Bj., = (10.14) 
La solution de ces contraintes, pour des champs B non-dégénérés {B^'^ A *Bjj ^ 0), sont |1()41 1951 : 

b" = a* {eJ Ae-') + Pe^ Ae^ (10.15) 

avec 

«1 4ap 

Insérant cette solution dans raction H10.12(l . on obtient l'action de Palatini généralisée : 

S = a j *{eJ A e-^) AFjj + P J A e'^ A Fjj (10.17) 

avec un couplage entre le secteur géométrique *(e A e) (relativité générale) et le secteur non-géometrique e A e. 

Ainsi je me suis proposé durant ma thèse d'étudier la quantification de cette action BF généralisée à l'aide du 
formalisme de mousse de spin, permettant de voir le rôle du paramètre d'Immirzi : est-il un paramètre modifiant 
la théorie quantique comme en Loop Quantum Gravity ou est-il un paramètre sans conséquence physique comme 
dans l'analyse canonique covariante étudiée dans la partie III. 

Considérant (|10.1()|l . on se rend compte qu'une fois choisi un couple {a, f3) nous avons quatre secteurs tout 
comme avec l'action de Plebanski. Dans le cas Euclidien, on peut échanger a et f3. Sous cette transformation, 
le champ B se change en son dual *B. Cela reflète que notre action initiale se voit pas la différence entre B et 
*B. On peut aussi échanger B —B sans affecter la physique du modèle. Cela nous fournit les quatre secteurs 
suivants : 

(a,/3) (-«,-/?) (A a) (-/3,-a). (10.18) 
Dans le cas Lorentzien, la symétrie sous * nous donne les quatre secteurs suivants : 



(a,/3) {(3, -a) (-a, -/?) {-f3,a). 



(10.19) 
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Comparant avec l'action de Palatini généralisée, la théorie avec «1,02 correspond à un paramètre d'Inimrizi 
"f = a/P donné par l'équation : 

'^+-V (10.20) 



ai 4 \ 7^ 

On remarque les deux secteurs de la théorie définis par 7 et e/7 correspondent à la symétrie échangeant a et 
e/3. 

Ainsi, le groupe de symétrie de la théorie est Dif f{M) x 50(4) x Z2 x Z2, avec 5*0(4) remplacé par S'0(3, 1) 
dans le cas Lorentzien. Le Z2 x Z2 correspond à l'existence des 4 secteurs de solutions et est responsable pour 
les interférences au niveau quantique. 

Comme dans le cas de l'action de Plebanski, quand B est non-dégénéré, on peut reformuler les contraintes 
sur le champ B échangeant le rôle des indices internes et des indices d'espace-temps^. Cela est possible quand 

«2 7^0 et 

[eijMN - ^?7[/|M|??j]Jv) B^J/B'^l ^eeabcd - e (^^) ^ (10.21) 

avec 

e^^^eijKLB" AB"^"^. (10.22) 
Il est intéressant de noter que pour [ah] — (cd), (|10.23() donne un équivalent de la contrainte H10.14|l : 

2a2leijKLBiiB^^^'' - a^BiiBfj = 0. (10.23) 

Il est facile de voir le lien entre l'action BF contrainte généralisée et l'action de Plebanski originale 
En effet, effectuons le changement de variables suivant sur (|10.12|l : 

B" = aE^'^ + e/3 * E" 

lu KL = {a + el3yu'^^)(l)ABCD{a + el3\eKL^'^) 

Alors l'action devient : 



(10.24) 



^ = I 2 ^ / ("^" + * ^'') ^ Pu - \h.JKLE" A £;^^ + ^ie"'''^h.JKL (10.25) 

et on voit bien que nous avons les mêmes contraintes que dans l'action de Plebanski sur le champ E, ce qui 
implique que E est restreint à être simple et s'exprime en fonction d'un champs de tétrade selon l'un des 
secteurs (IlO.lOfl . De plus, cela montre que l'étude (et la quantification) de l'action BF généralisée utilise les 
mêmes techniques que pour l'action de Plebanski. 



10.2.2 Les contraintes à la Barrett-Crane 

Pour discrétiser la théorie, on se place sur une triangulation de l'espace-temps quadri-dimensionnel i.e. sur 
une variété simpliciale. La discrétisation de la théorie se fait comme dans le cas de la théorie BF (le lecteur 
trouvera une approche systématique de la discrétisation dans |41[I105| '). L'espace-temps est formé de 4-simplex, 
tétraèdres, triangles, côtés et points. Du dual, on ne retient que le 2-squelette : le 2-complexe dual formé des 
vertex duaux aux 4-simplex, des liens duaux aux tétraèdres et des faces/plaquettes duales aux triangles. Il 
s'agit alors de discrétiser la connexion w, et sa courbure F, et le champ de bivecteur B. F et B étant des 
2-formes, il est naturel de les discrétiser en les associants aux triangles, ou de manière équivalente aux triangles. 
En ce qui concerne la connexion, on la discrétise sur les liens duaux : associé à un tétraèdre, elle décrit le 
transport parallèle entre deux 4-simplex. On remplace alors la courbure F sur une plaquette par l'holonomie de 

^J'ai donné une preuve dans t55l . 
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la connexion (discrète) autour de cette plaquette. En ce qui concerne le champ B, on l'intègre sur les triangles 
pour définir un bivecteur associé aux triangles : 

= / B". 



Jusque là, on est dans le même cadre que pour la théorie BF. La différence est qu'il faut maintenant discrétiser 
les contraintes sur le champ B en des contraintes sur les biecteurs B{t). 

Dans un premier temps, nous allons discrétiser la version des contraintes données par H10.21|l . Le plus simple 
est d'utiliser le changement de variables (|l().24(l et de se servir du champ E défini par B = aE + f3 * E. Alors, 
les contraintes s'écrivent très simplement : 

(«2 + ep^) eijKLE'jE^/ = eeabcd (10.26) 

011 e = jj^ukeB^''' a B^^ = J\i^^ + ^P^)^ijklE''^ A E^^ peut être considéré comme un élément de volume 
(puisque le champ B est supposé non-dégénéré). En effet, les contraintes sur E (ou sur B) imposent que E 
s'écrit en fonction d'une tétrade, E^-^ = ±e^ A e"' ou E^'^ — ± * {e^ A e^), cette tétrade définissant la métrique 
quand nous résolvons les équations du mouvement. Alors le scalaire e est proportionnel à e/jifie^ Ae'^ Ae^ Ae^. 
Ainsi à un facteur près, le 4-volume généré par deux triangles t et t' d'un 4-simplex est donné par : 

V{t,t') = / eeabcddx'^ Adx^ Ady" Ady'^. (10.27) 

Alors on peut intégrer la contrainte (|l().26|l pour en avoir une version discrétisée : 

eijKLE''{t)E^\t') = ^-^±-^^V{t,t'). (10.28) 

Considérant un unique triangle on obtient la contrainte de simplicité du bivecteur t : 

eijKLE''\t)E'''^{t) = Q. (10.29) 

Et considérant deux triangles t et t' partageant un même côté, on obtient la simplicité de E{t) + E{t') : 

eijKLE"{t)E''\t') = 0. (10.30) 

Ces contraintes correspondent bien aux contraintes (2) et (3) sur les bivecteurs d'un 4-simplex géométrique. On 
peut les traduire sur les bivecteurs B{t) : 

a2eijKL B"{t) B^^(t') - aiB'''{t)Bij{t') (10.31) 

pour t ^ t' on t et t' adjacents (partageant un même côté). 

Maintenant, il s'agit de donner une version de ces contraintes au niveau quantique. Cela se fait en deux 
étapes. Tout d'abord, on utilise l'application 9 (|10.1() pour traduire les bivecteurs en des générateurs de so(4) 
ou so(3, 1), puis on quantifie géométriquement"^. Utilisant la correspondance : B —> on peut traduire la 
contrainte H10.31() ci-dessus en une contrainte sur les représentations de Spin{4) on SL(2,C) [^IIIMI reliant leur 
deux Casimirs Ci_2 : 

2a2C2 = aiCi (10.32) 

où J^-^Ju = 2Ci et \eijKLJ^'' J^^ = 2C2. On peut remplacer Ci, 2 par leur valeur exphcite dans les 
représentations (j-,i+) de Spin{A) ou (71, p) de SL(2,C). On trouve que les contraintes n'ont pas de sens : 
il n'y a presque pas de solutions. Serait-il impossible de quantifier la théorie en général («1,02 arbitraires i.e. 7 
arbitraire) ? 

^11 est également possible d'utiliser des techniques d'intégrale de chemin discrétisée comme dans I41II1U6I 
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J'ai donné la solution de ce problème dans Elle consiste à exploiter l'ambiguïté de la correspondance 

entre B J. En effet, au lieu d'utiliser l'application 6, on est libre d'utiliser une application arbitraire 0o(a*+6) 
(où * est l'opérateur de Hodge). On peut alors choisir (a, 6) = (— a,/3) (au facteur 0^ — to? près). Cela revient 
à faire correspondre E aux générateurs canoniques de so(4) ou so(3, 1) au lieu de _B <-> J ! Dans ce cas-là, on 
retrouve les contraintes de simplicité classique imposant de travailler avec des représentations simples données 
par 6*2 = 0. 

Une fois les contraintes sur B traduites au niveau quantique, on peut procéder à la quantification du modèle 
proprement dit. On trouve bien stir des 4-simplex quantiques et la question délicate est le couplage entre ces 
4-simplex i.e. le poids attribué aux tétraèdres. Cette discrétisation a été effectué dans |107| et définit le modèle 
de Barrett-Crane, que l'on peut également dériver d'une théorie génératrice [HHlIEni- Je décrirai ce modèle et sa 
géométrie en détail dans la prochaine section. 



10.2.3 Les contraintes à la Reisenberger 

Il existe une autre manière de discrétiser la théorie BF contrainte consistant à discrétiser l'autre version des 
contraintes donnée par (|10.13|1 et (|10.14() . Une fois encore, on utilise le 4- volume généré par deux triangles : 

F(t,t') = / eeabcddx" Adx'' Ady" Ady"^. 

Jxet ; yet' 

Cette fois-ci, on décompose la 2-forme B dans le 4-simplex en tant que somme de 2-formes associées aux triangles 

nnnicsiiîi] : 

B"{x)=Y,B{'{x), (10.33) 
t 

où BI'^{x) est tel que : 

/ Bl'' AD^ B^-'[t] I D, (10.34) 
J Jt* 

avec D une 2-forme quelconque et la surface duale au triangle (plus précisément, la partie de cette surface 
duale à l'intérieure du 4-simplex considéré). Il est alors simple de remarquer que : 



(10.35) 



J Bl-' A B^^ = B^''[t]B^^[t']e{t,t') (10.36) 

011 e{t,t') est le signe du volume orienté V{t,t'). Plus précisément e{t,t') — ±1 si t et t' ne partagent pas de 
côté, sinon e{t,t') = 0. En posant alors : 

ç^ijKL ^J2B"[t]B^^[t']e{t,t'), (10.37) 
t,t' 

on peut traduire les contraintes Hl().13(l et Hl().14|l sur le champ B dans le contexte discret : 



4a2ni^ = aie ABC D^^''^''- (10.39) 

C'est l'extension des contraintes de Reisenberger |105| au cas avec paramètre d'Immirzi, que j'ai explicité dans 
|9f)j . Dans le cas de Spin{4), on peut décomposer fi en parties self-duale et anti-self-duale, ce qui conduit aux 
contraintes : 

n%^Û'l^-5'^^triÇl++l (10.40) 
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(10.41) 



-0, 



(10.42) 



17o = (a - I3ftr{n++) + (a + (3ftr{Çl^^) = 0, 



(10.43) 



où on remarque que le paramètre d'Immirzi (à travers les coefficients a et /3) n'intervient que dans la contrainte 
scalaire (la dernière). On peut ensuite implémenter ces contraintes au niveau quantique soit en restreignant 
le domaine d'intégration dans la fonction de partition jl()5l soit en tant qu'équations différentielles sur la 
fonction de partition j41| . 

10.3 Le modèle de Barrett-Crane Lorentzien 

Pour construire le modèle, on peut suivre une procédure de discrétisation de la théorie BF contrainte ou partir 
directement d'une théorie de champs génératrice. Dans les deux cas, il s'agit de décider de la manière de coller 
les 4-simplex ensembles. Dans le cadre de la discrétisation, cela correspond au couplage entre les 4-simplex défini 
par la théorie continue. Dans le cadre de la théorie de champs, cela correspond au choix du propagateur ou, au 
niveau des diagrammes de Feynman, à la manière de coller les vertex d'interaction (représentant les 4-simplex). 
Dans tous les cas, il n'y a qu'un seul test possible pouvant démontrer la validité d'un couplage particulier : c'est 
l'étude des corrélations dans une limite semi-classique. Néanmoins, il existe un choix canonique du couplage, 
qui provient du recollement le plus naturel des 4-simplex |107| ou de la théorie de champs la plus simple 89 , 
que l'on appelle le modèle de Barrett-Crane. Il existe d'autres possibilités de couplage respectant les symétries 
imposées au modèle -invariance des 4-simplex sous SO{2>, 1) et invariance des tétraèdres sous 5'0(3)- qu'il serait 
également intéressant d'étudier. Cependant, je me contenterai dans ce chapitre de discuter du modèle usuel, de 
son interprétation géométrique et son interprétation en terme d'amplitude de transition. 

10.3.1 Définition du modèle : amplitude des mousse de spin 

On formule le modèle sur des 2-complexes localement duaux à des triangulations de l'espace-temps : on a 
des vertex 5-valents liés par des liens où se rencontrent 4 faces, ainsi 10 faces se rencontrent à chaque vertex. 
Aux faces du 2-complexe (duales aux triangles) sont attachées des représentations simples de SL(2, C) labellées 
par un nombre réel p > 0. On associe aux liens (duaux des tétraèdres) les entrelaceurs simples, réalisés en 
tant qu'intégrale sur l'hyperboloïde ^ SL(2, C)/SU(2). Le poids associé aux faces est simplement le poids 
statistique de la mesure de Plancherel de la représentation de la face, qui fournit un équivalent de la dimension 
de la représentation dans le cas des représentations unitaires d'un groupe non-compact (de dimension infinie). Le 
poids des vertex (duaux des 4-simplex) est l'amplitude de Barrett-Crane correspondante, obtenue en contractant 
(prenant la trace sur les représentations) des entrelaceurs de Barrett-Crane associés à ces 5 tétraèdres (liens). 
L'ambiguïté est pour le poids assigné aux tétraèdres. Dans le modèle canonique, on prend la "norme" de 
l'entrelaceur simple i.e. on contracte l'entrelaceur simple avec lui-même en un graphe "oeil" . Ainsi la fonction 
de partition du modèle est : 



où on associe une variable d'intégration x pour chaque tétraèdre dans chaque 4-simplex. En particulier, on a 2 
variables x pour chaque tétraèdre correspondant aux entrelaceurs simples de chacun des 4-simplex partageant 
le tétraèdre. Les amplitudes sont données en fonction du noyau Rp ds représentations simples : 




(10.44) 




H+ 



dxiKP^{xi,X2)KP^Xi,X2)KP'{xi,X2)KP^{xi,X2) 



(10.45) 



Av{pki Xi) 



RP^ {xi,X2)RP' {X2,X3)RP' {xz,Xi)RP^ {xi,x^)RP'- {xi,x^) 
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FiG. 10.1 - Le diagramme d'un 4-simplex et le diagramme "oeil" d'un tétraèdre, donnants les poids associés 
aux vertex et liens dans le modèle de Barrett-Crane : on trace les entrelaceurs simples (de Barrett-Crane) sur 
les représentations. 



KP<>{xuX4)KP^{xi,X3)KP^{x3,X5)KP^{x2,X4)KP''>{x2,X5). (10.46) 
Je rappelle l'expression explicite du noyau K : 

^ 2sin42 
p smn 7] 

où rj est la distance hyperbolique entre x et y. Dans la formule de la fonction de partition, il faut faire attention 
à n'intégrer que sur 4 (au lieu des 5) variables Xe^ pour chaque vertex/4-simplex pour obtenir une amplitude 
bien définie |71| . 

Ceci est le couplage "standard". D'autres couplages possibles sont obtenus en prenant diverses puissances 
du diagramme "oeil" pour le poids des tétraèdres. Ce changement respecte bien toutes les symétries du modèle : 
l'invariance sous SL(2, C) des 4-simplex et l'invariance des tétraèdres sous SU(2). Cela modifie considérablement 
les propriétés de la fonction de partition, notamment sa convergence/divergence. Il peut être facilement pris en 
compte dans la formulation en théorie de champs génératrice |108| : on peut écrire une théorie de champs avec 
tous les couplages possibles. Ceci définit une famille de théorie avec une infinité de constantes de couplages, qui 
pourrait fournir un cadre pertinant pour l'étude de la renormalisation de ces modèles. 

La fonction de partition précédente concernait une triangulation fermée. Dans le cas d'une variété avec 
bords, il faut commencer par décrire la frontière dans notre contexte discrétisé. La frontière est constituée de 
tétraèdres et est décrite par les entrelaceurs simples qui leur sont associés. Ainsi, on rajoute à la fonction de 
partition Z donnée par (|10.44|l un terme ^{j^ki)(jtk2)(j3k3)(jiki)^^) pour chaque tétraèdre : 

oil I^QQjkid) ~ (pOO|g|pjfc) est un élément de matrice, représentant l'élément de groupe g dans la représentation 
p dans la base canonique de Rp définie par sa décomposition en représentations de SU(2). Le tétraèdre frontière 
est décrit par la variable x E Ti.+ et les vecteurs \pjik.i). 

Il est facile de vérifier que cette convention permet de retrouver le bon poids associé à un tétraèdre quand 
on colle deux variétés le long de leurs tétraèdres communs (frontière commune). 

Ayant introduit une frontière, on peut également décrire les états de cette frontière. La frontière, formée par 
des tétraèdres, est duale à un graphe (tranche du 2-complexe support de la mousse de spin) dont les vertex v 
sont les tétraèdres et les liens e les triangles les reliant. Ce graphe est labellé par des représentations simples 
avec des entrelaceurs simples : c'est un réseau de spin simple et nous retrouvons la même structure cinématique 
qu'issue de la quantification canonique covariante effectuée dans la partie III. Dans un formalisme connexionelle, 
la géométrie de la frontière est décrite par une connexion discrète, formée par des éléments de groupe décrivant 
la transport parallèle d'un tétraèdre à un autre, et par les variables x associées aux tétraèdres (par l'entrelaceur 
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C{x)). Donc un état de la frontière est une fonction de cette connexion discrète et des variables x, qui a les mêmes 
invariances/symétries que la fonction de partition (avec frontière). Il est facile de vérifier que nous demandons : 

4'i9e,Xy) = <p{k~^l-^gekt(^e),kvXv) pour tout ky G SL(2, C), 

qui est l'invariance des fonctions cylindriques (projetées) demandée lors de la quantification du formalisme 
canonique invariant par Lorentz. Dans ce contexte, on choisit la mesure de Haar sur SL(2,C) pour définir le 
produit scalaire et on trouve les réseaux de spin projetés comme base de l'espace L^. Pour obtenir les réseaux 
de spin simples comme base de l'espace d'Hilbert, il suffit de se rendre compte qu'en plus de l'invariance sous 
SL(2, C), nous imposons également une invariance sous SU(2)^ (de l'entrelaceur C{x) de (|10.47() ) au niveau de 
chaque vertex/tétraèdre. Ainsi, au final, les réseaux de spin simples fournissent bien une base des états-frontières 
de la théorie. 

Interprétant alors la fonction de partition Z comme définissant une amplitude de transition entre états 
frontières, les réseaux de spin simples sont nos états cinématiques et le modèle de Barrett-Crane définit leur 
dynamique. On retrouve ainsi le même cadre de travail que celui dérivé de la quantification canonique covariante 
proposée en partie III. 

Notons que, dû au fait que la mousse de spin considérée dans la construction du modèle de Barrett-Crane est 
supposée (localement) duale à une variété simpliciale, les réseaux de spin (simples) vivants sur la frontière sont a 
priori 4-valents. Une fois remarqué le lien du modèle avec la quantification canonique, il est simple de généraliser 
cela et d'étendre le modèle de Barrett-Crane à un (2-)complexe cellulaire quelconque, non nécessairement dual à 
une décomposition simpliciale d'une variété 4d. Les états frontières sont donnés par des réseaux de spin simples 
quelconques et le modèle définit des "amplitudes de transition" entre réseaux de spin. L'amplitude est définie par 
les poids associés aux 4-cellules (généralisation des 4-simplex) et aux 3-cellules (généralisation des tétraèdres). 
Le poids assigné aux 4-cellules est l'évaluation de leur réseau de spin (simple) frontière, comme dans le cas du 
4-simplex (voir fig llU.l|l . Similairement, le poids assigné aux 3-cellules est donné par la "norme" de l'entrelaceur 
simple (contraction de 2 entrelaceur simples dont la valence est déterminé par la 3-cellule) . 

10.3.2 Significations Géométriques des variables 

Les variables du modèle sont les représentations p associées aux faces de la mousse de spin et les vecteurs 
X associés aux liens. Tout d'abord, considérant la dérivation du modèle par les méthodes de quantification 
géométrique, p correspondant à l'aire d'un triangle dual à la face en question"* : l'aire du triangle est donné 
par p > (ou VpM-l > 0). Ainsi les valeurs des représentations définissent les aires des triangles de la 
variété simpliciale duale à la mousse de spin. Cela définit-il entièrement la triangulation? En fait, il existe une 
ambiguïté dans la définition d'un 4-simplex à partir de seulement les aires de ses triangles : bien qu'un 4-simplex 
est complètement déterminé par les longueurs de ses 10 côtés, il n'est pas exactement entièrement déterminé par 
les aires de ses 10 triangles (il existe certains cas pathologiques pour lesquels la correspondance n'est pas unique). 
Néanmoins, ces considérations concernent une potentielle interprétation classique du 4-simplex quantique, ce 
qui ne nuit pas à la légitimité du modèle. 

Maintenant, dans le contexte d'une variété simpliciale, quel est le rôle des variables x ? Elles ont l'in- 
terprétation naturelle de normales aux tétraèdres de la variété. Les tétraèdres étant de genre espace, ce sont des 
vecteurs de genre temps et prennent bien leurs valeurs sur l'hyperboloïde 7i+. Mais pourquoi y a-t-il deux nor- 
males X pour chaque tétraèdre -une pour chacun des entrelaceurs simples associés au tétraèdres i.e. pour chacun 
des 4-simplex auxquels il appartient? En fait, le modèle de Barrett-Crane reconstruit une variété simpliciale et 
plus précisément une variété plate par morceaux : on prend des morceaux d'espace-temps plat (les 4-simplex) et 
on les colle ensemble. A chaque 4-simplex est attaché un repère local. C'est le principe d'équivalence appliqué 
aux points de l'espace-temps remplacé par les 4-simplex : pour chaque 4-simplex, il existe un référentiel local 
pour lequel le 4-simplex est plat. Alors les deux normales aux tétraèdres sont en fait le même vecteur mais vu 
des deux repères différents associés aux 4-simplex. Cela permet de prendre en compte la courbure de l'espace- 
temps. En effet, les repères des 4-simplex n'étant pas identiques dû à la courbure, on a besoin d'une connexion 

*II est également possible de dériver ce résultat par des calculs de corrélations utilisant l'intégrale de chemin discrétisée de la 
théorie BF 
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non-triviale pour passer de l'un à l'autre. Cela est ainsi pris en compte dans le fait que nous travaillons avec deux 
normales x,y € 7i+ pour chaque tétraèdre. Elles permettent de reconstruire, à des éléments du sous-groupe 
stabilisateur SU(2) près, la connexion (discrète) g, alors définie par g.x — y. Par conséquent, la donnée des 
variables x du modèle de Barrett-Crane équivaut à la donnée de la connexion discrète entre 4-simplex. Ceci 
néanmoins au groupe SU(2) près... Cependant cela semble correspondre à la connexion de Lorentz A utilisée 
pour la quantification canonique covariante. 

Bien sûr, nous avons une invariance de Lorentz locale pour chaque simplex, correspondant au niveau 
mathématique à l'invariance de l'amplitude d'un 4-simplex sous SL(2, C). Physiquement, cela correspond au fait 
qu les cinq normales {xa, xb, . . . ,xe) des 5 tétraèdres d'un 4-simplex fixé sont définies à une transformation de 
Lorentz près : [xa^xb, ■ ■ ■ ,xe) est équivalent à {g ■ x a, 9 ■ x s ■ ■ , g ■ x e) ■ Cela revient à dire que le repère local 
associé à chaque 4-simplex est défini à une transformation de Lorentz près. Alors, étant donné deux 4-simplex 
adjacents, on peut les tourner afin que les deux normales décrivant leur tétraèdre commun soient alignées. S'il 
est possible de faire de même d'une manière globale, pour tous les 4-simplex, et d'obtenir des normales alignées 
partout, alors cela veut dire que la connexion (discrète) est triviale et que nous avons un espace-temps plat. 
Mais cette configuration n'est qu'une parmi toutes celles autorisées par le modèle de Barrett-Crane, qui permet 
donc bien de décrire des espaces-temps courbes. 

J'ai parlé de la connexion entre les 4-simplex, on peut également définir la taille de ces 4-simplex. Le volume 
(d'espace-temps) d'un 4-simplex est défini par le produit vectoriel de deux bivecteurs associés à deux de ses 
triangles non-adjacents : 

^^'^ = è ^ ^Ê/JKL5zgn(t, t')Bi-'B^\ (10.48) 
t,t' 

oil on somme sur les couples de triangles (i, t') prenant en compte leur orientation relative sign{t, t'). Au niveau 
quantique, on remplace les bivecteurs par des générateurs de SL(2, C) dans les représentations attachées aux 
triangles : 

= è ^ ^e/Ji^LSî5n(i, tVl'J^''. (10.49) 

Il existe une autre formule pour ce volume utile dans le contexte géométrique du modèle prenant en compte les 
normales aux tétraèdres du 4-simplex : 

(v('*))3 = ^e^^'^'^iVa ^Nb^Nc^ n^, (io.50) 

où les normales orientées ont pour norme lA^il = vf\ le 3- volume du tétraèdre correspondant. 

Les amplitudes des 4-simplex quantifiés définissent la dynamique du modèle, pouvant être considérés comme 
des opérateurs allant de l'espace d'Hilbert des états quantiques d'une hypersurface "passée" aux états quantiques 
d'une hypersurface "future" déduite de la première par un mouvement de Pachner correspondant au 4-simplex 

uni. 

Par contre, les diagrammes "oeil" attachés aux tétraèdres peuvent être considérés comme des poids statis- 
tiques reflétant le nombre d'états quantiques possibles du tétraèdre défini par l'aire de ses 4 triangles. En 
effet, un tétraèdre classique est déflni par 6 nombres (les 6 longueurs de ses côtés par exemple) et n'est pas 
entièrement déterminé par les 4 aires de ses faces : il manque les aires des 2 parallellogrammes intérieures 
|76|. Cette indétermination persiste au niveau quantique. En fait, le tétraèdre quantique est donné par les 4 
représentations associées aux triangles, mais également par une variable supplémentaire correspondant à l'en- 
trelaceur entre les 4 représentations. Cette variable, donnée par la représentation interne dans la décomposition 
du 4-vertex en vertex 3-valents, correspond à l'aire d'un parallellogramme intérieur. Mais, il n'est alors pas 
possible de spécifler l'aire d'un autre parallellogramme ^. Dans le cas Euclidien, le diagramme "oeil" est égal 
à la dimension de l'espace des états quantiques du tétraèdre .76} ! Dans le cas Lorentzien, les paramètres sont 
continus et cette dimension est infinie. Malgré cela, le diagramme "oeil" peut toujours être interprété comme 



^Le lecteur peut trouver l'explication initiale dans I7bl et un court résumé de la situation dans 1771 
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donnant la dimension de l'espace du tétraèdre quantique, tout comme la mesure de Plancherel peut être con- 
sidérée comme définissant la dimension des représentations unitaires de SL(2, C) qui sont de dimension infinie. 
Pour cette interprétation, il est plus clair de raisonner en terme de connexion : on remplace la donnée d'aire 
intérieure au tétraèdre par la transformation de Lorcntz reliant les repères des deux 4-simplex partageant le 
tétraèdre. Cette transformation est définie par deux éléments de 7i+ (les normales). Le diagramme "oeil" est 
alors obtenu en intégrant sur toutes les connexions possibles (éléments de groupe de SL(2,C)) au niveau du 
tétraèdre. Ainsi le diagramme "oeil" définit un poids pour chaque connexion possible : il reflète l'indétermination 
de la connexion et donc prend en compte la courbure de l'espace-temps. On interprète ainsi le diagramme "oeil" 
comme définissant une fluctuation quantique localisée au tétraèdre que nous pouvons appeller onde réfractive 
quantique. En effet, les ondes réfractives introduites dans |109j sont une nouvelle classe d'ondes gravitationnelles, 
consistant en une discontinuité dans la métrique alors que les aires (des directions de genre nul) restent bien 
définies. Cette condition reflète parfaitement la situation dans le modèle de Barrett-Crane : les deux 4-simplex 
s'accordent sur la valeur des 4 aires de leur tétraèdre commun mais ne définissent pas la même 3-géométrie 
(normales différentes, 3- volumes différents). C'est cette "indétermination" qui est responsable du caractère non- 
topologique du modèle. En effet, comme expliqué à la fin du chapitre précédent, le diagramme "oeil" de la 
théorie BF vaut 1 : le tétraèdre est complètement déterminé. 

Une dernière remarque sur la géométrie concerne l'aire probable des triangles. Il est possible de se faire une 
idée du graphe de probabilité de l'aire p d'un triangle donné dans l'approximation d'un espace-temps isotrope 
autour du triangle. Dans cette situation, on peut oublier les autres représentations de la mousse de spin et 
l'amplitude de p est donnée par : 



où N est le nombre de 4-simplex partageant ce même triangle et l'angle de déficit définissant la courbure 
autour du triangle, = correspondant à un espace-temps plat. Tout d'abord, l'amplitude pour p = est nulle, 
ce qui correspond au fait qu'un 4-simplex dégénéré a une probabilité nulle. Ensuite, on obtient une série discrète 
de maxima reflétant la possibilité de générer dynamiquement un spectre d'aire discret. Ce spectre change varie 
avec la courbure 9q. De plus, il y a une très grande différence d'amplitude entre le premier pic et les suivants, la 
différence grandissant avec N (i.e. quand on raffine la triangulation). Ainsi, pour grand N, l'aire la plus probable 
est de l'ordre de ^p, p valant entre 1 et 6. Par conséquent, on s'attend à ce que le régime pertinent du modèle 
soit fourni par pleins de petits 4-simplex (avec p petit) et non pas dans une limite asymptotique p — > oo. 

10.3.3 Un formalisme discret du premier ordre 

On peut voir le modèle de Barrett-Crane comme la quantification d'un formalisme du premier ordre à la 
Regge utilisant comme variables fondamentales les aires des triangles et les angles dihédraux entre les normales 
entre deux tétraèdres partageant un triangle (dans un 4-simplex donné). Ces angles dihédraux correspondent 
aux termes KP(xi,Xj) de l'amplitude Av d'un 4-simplex. Cela est en contraste avec l'approche traditionnelle 
d'une action à la Regge pour la gravité, du second ordre, où les aires et les angles sont considérés comme des 
fonctions de longueurs des côtés de la triangulation. Ainsi, dans le modèle de Barrett-Crane, il n'y a pas de 
longueurs de côtés et il s'agit de le comprendre en tant que formalisme du premier ordre ^. 

Ainsi, dans le cas Euclidien, un formalisme du premier ordre fut proposé par Barrett |111| utilisant l'action 
suivante : 



oîi les aires At des triangles t sont supposées être fonctions des longueurs des côtés l, e* est l'angle de déficit 
associé au triangle t (la mesure simpliciale de la courbure) et 0t(cr) est l'angle dihédral associé au triangle t 
dans le 4-simplex a(t) le contenant. Les angles dihédraux 6, en tant que variables indépendantes, déterminent 
une unique métrique simpliciale pour chaque 4-simplex, a priori différente de celle obtenue par les longueurs des 

®I1 existe une tentative d'introduire des variables longueurs des côtés mais elle n'a pas encore abouti à des constructions concrètes 




(10.51) 




(10.52) 



a{t) 



inni . 
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côtés. En fait, les variables 9 ne peuvent pas légitimement être appelées "angles dihédraux" tant que les deux 
géométries ne coïncident pas. Cette contrainte imposant d'obtenir la bonne géométrie à partir des variables 9 
est exprimée par l'identité de Schlâfli : 

J2 At d9t = 0. (10.53) 
t 

En effet, les variations de l'action, tenant compte de cette contrainte, ont pour résultat que les aires des triangles 
calculées à partir des longueurs l et des angles 9 sont identiques : 

At{l) ex At{9). (10.54) 

On peut voir cette contrainte comme ayant un rôle similaire à la contrainte de simplicité (de Plebanski) sur 
la 2-forme B imposant qu'elle dérive d'une tétrade et par conséquent permettant son interprétation métrique. 
Tenant compte de cette contrainte à l'aide d'un multiplicateur de Lagrange Xa-, l'action devient |111| : 

S = Y. Atil) et + ^ A, detT,,{9), (10.55) 

t a 

la contrainte étant ré-exprimée comme la nullité du déterminant de la matrice — — cos 9ij — — cos (xi ■ Xj), 
on on a (ré)introduit les variables x normales aux tétraèdres (dans le 4-simplex a). 

La différence entre ce formalisme et la situation dans le modèle de Barrett-Crane est que, dans le cadre des 
mousses de spin, les aires ne sont pas considérées en tant que fonctions des longueurs mais en tant que variables 
indépendantes. Le rôle des angles dihédraux est toutefois le même et on peut considérer cette action du premier 
ordre comme "cachée" dans le modèle de mousse de spin. 

Il faut cependant remarquer qu'il existe d'autres formulations du premier ordre à la Regge, correspondant 
à d'autres formats des variables fondamentales |112l 11181 I114| . Egalement, l'idée d'utiliser les aires comme 
variables fondamentales fut d'abord préconisée par |115| . puis étudiée dans JJL6, 117 . La possibilité de décrire 
la géométrie simpliciale en fonction de l'aire des triangles (i.e. inverser la relation entre les aires et les longueurs) 
fut alors analysée dans [TTHlITTÏÏlinn) . 



10.4 Imposer la causalité pour retrouver un temps orienté 

La problématique de cette section est de montrer comment se restreindre à un seul secteur de la théorie, //+ 
ou reliant le champ _B à la tétrade {B = ±* (eAe)), et ainsi obtenir un modèle légitime d'intégrale de chemin 
pour la gravité. Changer le signe du champ B revient à changer le signe du lapse et donc du temps propre. 
Par conséquent, la question de se restreindre au secteur relativité générale est liée à la question d'identifier une 
flèche temps dans le modèle de Barrett-Crane : il s'agit d'imposer une structure causale au modèle. Dans ce 
cadre, on pourra légitimement parler d'amplitudes de transition (dans le temps) au lieu de simples corrélations, 
et on pourra alors se poser la question d'une évolution unitaire des degrés de liberté du modèle. En effet, tel 
quel, le modèle de Barrett-Crane, sommant sur toutes les triangulations possibles de l'espace-temps, définit un 
projecteur sur les états quantiques physiques de l'hypersurface tout comme le modèle de Ponzano- Regge ^ et ne 
décrit pas une évolution dans le temps. Je me propose donc de construire un modèle causal. Cette proposition 
est issue d'une collaboration avec Daniele Oriti 77, 82 . 

Elle repose sur une implémentation non-triviale au niveau quantique de la condition (1) sur les 4-simplex 
imposant qu'un changement d'orientation du modèle revient à changer les représentations en leur duales. Dans 
le modèle de Barrett-Crane, cela est implémenté de manière triviale, le modèle étant invariant sous changement 
au dual. Il s'agit par conséquent de briser cette symétrie. 

10.4.1 Les points stationnaires : des 4-simplex orientés 

Le noyau K utilisé dans la construction des réseaux de spin simples et du modèle de Barrett-Crane est : 

2sm{riijp^j/2) 



Pij sinh rjij 



''Le fait de sommer sur les triangulations au lieu de se contenter d'une triangulation fixe est dû au caractère non-topologique de 
la théorie. 
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où rjij est l'angle (ou distance hyperbolique) entre Xi G 7Y+ et Xj G Pour x sur 7^+, on peut considérer le 
vecteur —x G 7i_ et étendre le noyau K à une fonction sur les deux hyperboloïdes 7i+ et 7Y_ . On remarque 
alors les invariances suivantes de K : 

KP^^ix,,x,) = K-P^^{r],j) = KP^H~Vv) = RP^' {-x,,-Xj) = KP'^x,,x,). (10.56) 

Ces symétries deviennent évidentes lorsqu'on considère la décomposition unique des fonctions de représentation 
de SL(2, C) de 1er type en fonction des fonctions de représentations du 2nd type (voir 171 pour plus de détails) : 

j^p,,^^_ ^^-j ^ 2sin(77,jp,j/2) _ e'^'^P-:-/^ e-'^'^P'^/^ 
^ PySinh?7îj ipijSinhriij ipij smhr]ij 

— (^Xi , Xj ) ~|~ K _ {Xi , Xj ) — ^ -\- ' "^j ) ( ' ) 

= i^f (x,, x,) + K"^' ix,,x,) ^ K"^' (rj,,) + Kl'' i-rj,,). (10.57) 
Ce découpage permet de ré-écrire la fonction de partition du modèle pour une triangulation fixe A : 



te<7 



OÙ on note i les triangles, T les tétraèdres et a les 4-simplex. Considérant tous les termes à part l'exponentielle 
comme la mesure du modèle, on peut considérer que le modèle est l'intégrale de chemin d'une action -action de 
Regge- qui s'exprime pour un 4-simplex unique découplé : 



Sr^J2^M^ (10.59) 



tecr 

où les 10 angles % sont des fonctions des cinq vecteurs Xi G 7i+. Les cinq vecteurs étant déterminés sur 7i_|_ 
à translation et rotation globale près, ils définissent 9 paramètres, il en résulte une contrainte sur les angles 
r]t. Elle est donnée par l'identité de Schlâfli, qu'il nous faut prendre en compte pour étudier les variations de 
l'action S. 

L'amplitude ^(A) somme sur les deux signes de et, ce qui rend l'amplitude invariante sous la symétrie Z2 
échangeant les représentations pt avec leur duales 'pî = —pt- A l'aide de l'étude des points stationnaires de S, je 
vais montrer que ces et reflètent l'orientation dans le temps du 4-simplex. Il suffira alors de ne sommer que sur 
une seule configuration cohérente des signes et pour obtenir une amplitude causale. Une telle configuration des 
et munit alors la variété simpliciale A d'une structure causale. 

Pour dériver cela, commençons par un peu de géométrie simpliciale Lorcntzienne et démontrons l'identité 
de Schlâfli dans le cadre Lorentzien. Considérons un 4-simplex. Appelons Xi G 7i+ les normales non-orientées 
aux cinq tétraèdres, que l'on suppose donc de genre espace, et les normales orientées (vers l'extérieur) 

avec aj = ±. On définit le paramètre de boost associé au triangle partagé par les tétraèdres i et j la quantité : 

ïy^j = cosh"^(x, • Xj) > 0, (10.60) 

et l'angle dihédral Lorentzien : 

Sij = ceiUjrjij = aiaj cosh~^ {aiajni.nj). (10.61) 

L'identité de Schlâfli est la différentielle de la contrainte stipulant que les 10 angles dihédraux ont été construits 
à partir des vecteurs rii : 

A.jde^j = a^ajA.jdrj^j = (10.62) 

OÙ les Aij sont les aires des 10 triangles de l'unique 4-simplex défini par les n^. Pour démontrer cela, on utilise 
la matrice : 

7ij = riirij — aiaj coshr/ij — aiaj cosh{aiaj0ij). (10.63) 
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Alors la fermeture du 4-simplex s'écrit : 

i=5 



^|î;fV^=0 (10.64) 



(3) 

OÙ est le 3- volume du tétraèdre i. Cela implique 



Vj, El^ri7^, =0, (10.65) 

i 

c'est-à-dire l'existence du vecteur propre {\vl |)i=i...5 de valeur propre nulle de la matrice 7ij. Ainsi la contrainte 
géométrique reliant les angles dij est la nullité du déterminant det{'jfj). C'est sous cette forme qu'on l'utilise 
dans la formulation du premier ordre à la Regge. L'identité de Schlâfli s'obtient en différentiant la relation 
ci-dessus puis en contractant de nouveau l'expression avec le vecteur des 3-volumes : 

^ |«f ) I \vf |d7y- - Y. I^f ' I l^f ^ I"'":'- «inh(%- )dmj = 0. (10.66) 
Finalement, il est facile de montrer que 

sinh(r7,,)|î;f)||i;f I = ^IV^^^I^,, (10.67) 

où V'^' est le 4- volume du 4-simplex, ce qui nous permet de conclure avec (|1U.62II . 

Les points stationnaires de l'action pour un 4-simplcx sont donc donnés par l'équation : 

dSR^ X! etptdr]t ^ fi x^^aïajA^jdriij (10.68) 

t=(ij)£s i^j 

avec le multiplicateur de Lagrange /Lt G R. On en déduit les points stationnaires : 



,(3) 



jCtiaj — sign{fj,) 



(10.69) 



Cela veut dire que les aires des triangles sont données (à un facteur d'échelle près) par les labels pij des 
représentations de SL(2, C) et que nous avons une relation de cohérence entre les orientations des tétraèdres 
«i, les orientations des triangles et l'orientation globale du 4-simplex sign(fi) : seules ces configurations 
particulières de valeurs de et, correspondant aux points stationnaires, représentent des géométries Lorentziennes 
(simpliciales) bien-définies. En se restreignant à ces configurations cohérentes, on obtient alors des 4-simplex 
orientés bien définis. Il s'agit maintenant d'étendre cette orientation à toute la mousse de spin. 



10.4.2 Une amplitude de transition causale 

J'ai expliqué précédemment comment orienter un 4-simplex isolé. Cela se traduit par des orientations 
cohérentes des triangles à l'intérieur du 4-simplex. Maintenant, je vais étendre ce choix d'orientation à toute la 
variété simpliciale. Cela consiste à choisir des orientations cohérentes des tétraèdres d'un 4-simplex à un autre. 
En effet, l'orientation d'un 4-simplex permet de définir les tétraèdres passés et futurs du 4-simplex et on impose 
que si un tétraèdre est passé pour un 4-simplex, il doit être futur pour l'autre. Cela se traduit par des relations 
entre les fj.^ (orientation des 4-simplex) et aT,v (orientation du tétraèdre T dans le 4-simplex v) : 

Vr, Pp(T)aT.,p{T) = -Pf{T)aT.j{T) (10.70) 

où V — p{T) et V = f(T) sont les deux 4-simplex (passé et futur) partageant T. 

Cela revient à imposer des contraintes sur les signes autour de chaque boucle de 4-simplex équivalentes à 
demander que le 2-complexe (la mousse de spin) soit orientable. Dans ce contexte, [ST] propose un moyen de ne 
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générer que des configurations orientables à partir de la théorie de champs génératrice du modèle de Barrett- 
Crane en imposant que le champ générateur -champ de tétraèdres quantifiés- est invariant sous permutation 
paire de ces éléments, ce qui revient à orienter les tétraèdres de manière cohérente. 

Maintenant, au lieu de sommer sur toutes les configurations et possibles, on peut se restreindre à ne sommer 
que sur les configurations cohérentes. Pour une triangulation fixée, cela revient à se choisir des orientations 
compatibles {/ii,, Q;T,t>, satisfaisant Hl().69|l et (|l().7()(l . et de définir une amplitude causale Acausaii/^) ■ 



s "'(«+) Tes tes i-'t it J i j, g 



Tes tes 



On a ainsi brisé la symétrie Z2 et imposé une structure causale à la triangulation. On peut alors définir la 
fonction de partition du modèle en sommant sur les variété orientées i.e. sur les structures causales : 

Zcausal = A(A)Aea„sa/(A), (10.72) 

que l'on ré-écrire sous la forme plus explicite : 

Z^^usai = Y. ^(A) / ^^*(A) / 2?A(A)e'^«(^"'''). (10.73) 

A J 

On obtient ainsi une intégrale de chemin sur des variétés simpliciales et leur structures causales en fonction de 
variables géométriques aires et angles. De plus, ce modèle est construit entièrement algébriquement à partir de 
la théorie des représentations de SL(2,C) ! 

On peut aussi voir le changement de l'amplitude de Barrett-Crane réelle à l'amplitude causale en termes 
des diverses fonctions de corrélations. En résumé, l'amplitude réelle correspond à la fonction de Hadamard, 
qui ne prend en compte aucune orientation, et l'amplitude orientée correspond à la fonction de Wightman 
(ou au propagateur de Feynman selon que l'on somme sur les deux directions temporelles globales ou non). 
Habituellement, on peut passer de l'une à l'autre par un changement de contour d'intégration. Cela se retrouve 
dans notre contexte algébrique par le changement de contour d'intégration effectué pour passer des fonctions 
de représentations de SL(2, C) de 1er type aux fonction de 2nd type. Le lecteur intéressé peut trouver une 
discussion détaillée sur les propriétés du modèle causal à la Barrett-Crane dans |77j. 

A l'aide de cette amplitude causale, on peut explorer la question de l'évolution dans le modèle de gravité 
quantique fourni par les mousses de spin à la Barrett-Crane. Tout d'abord, il est possible de reformuler le 
modèle dans le langage des ensembles causaux (grâce à la structure causale imposée) et même dans le langage 
des ensemble causaux quantiques (quantum causal sets ou quantum causal historiés) comme définis par Fotini 
MarkoDOulou fT^ . Un ensemble causal est simplement un ensemble de points ordonnés par des liens causaux 
(ordre partiel). Dans notre cas, les points sont les 4-simplex et les liens les tétraèdres qui permettent de passer 
d'un 4-simplex à un autre. On peut également raisonner sur l'ensemble causal dual, qui est l'ensemble causal 
des liens. 

Un ensemble causal quantique est un ensemble causal habillé par des espaces d'Hilbert sur les liens (resp. 
vertex) et des opérateurs évolution au vertex (resp. sur les liens). Une manière de faire est d'associer aux 
tétraèdres (les liens de l'ensemble causal) l'espace d'Hilbert des entrelaceurs simples CP'^'''^'''^''''^{x G 'H+) i.e. 
un espace L'^{Ti.^)p-^^p^^p^^p^ de fonctions L^ sur l'hyperboloïde : un tétraèdre est défini par sa normale x g 7i_|_. 
Alors on peut considérer l'amplitude (causale) d'un 4-simplex comme définissant l'opérateur évolution. Un point 
essentiel est que cet opérateur n'est pas unitaire (voir pour une preuve). Physiquement, cela est normal. 
En effet, c'est l'amplitude de transition (totale) entre deux états que l'on aimerait voir unitaire, et elle est donnée 
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FiG. 10.2 - Un exemple de structure causale dans le modèle de mousses de spin de Barrett-Crane. 




FiG. 10.3 - Blocs fondamentaux des ensembles causaux du modèle de Barrett-Crane : ils correspondent aux 
mouvements de Pachner remplaçant n tétraèdres par 5 — n tétraèdres. 




FiG. 10.4 - Blocs fondamentaux des ensembles causaux duaux du modèle de Barrett-Crane : les événements 
sont les liens/tétraèdres du modèle de Barrett-Crane et un 4-simplex est représenté par plusieurs liens. 
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non pas par un 4-simplex mais pas la somme sur toutes les triangulations de l'espace-temps intermédiaire entre 
les deux états. Ainsi, puisque la somme de deux opérateurs unitaires n'est pas a priori unitaire, on n'a pas 
besoin de supposer que l'amplitude d'un seul 4-simplex est unitaire. Cependant, la vérification que l'amplitude 
globale est unitaire est pour le moment hors de portée. . . 

Une autre manière de voir est de travailler sur l'ensemble causal dual. Dans ce cas, si on considère toujours 
les tétraèdres comme étant défini par leur normales, alors on associe les espaces d'Hilbert L^(7i+) aux points. 
Les amplitudes des liens duaux (voir fig llQ.4.2|l se lisent à partir de l'amplitude causale : ce sont juste des 
exponentielles ! Les opérateurs correspondants sont de simples transformations de Lorentz boostant un vecteur 
7i+ à un autre et sont bien évidemment unitaires. En fait, le modèle de Barrett-Crane s'interprète à ce niveau 
comme une théorie de particules libres sur l'hyperboloïde 7i+ : le modèle réel associe aux liens (duaux) la fonction 
de Hadamard et le modèle causal effectue un changement d'intégrale de contour pour obtenir la fonction de 
Wightman. Ceci résume les propriétés d'unitarité du modèle de Barrett-Crane à l'échelle microscopique. 

Conclusion : une intégrale de chemin pour la gravité 

Au final, le modèle de mousse de spin de Barrett-Crane implémente une discrétisation de l'intégrale de chemin 
de la gravité et a un interpétation géométrique claire en termes de géométries simpliciales. La discrétisation est 
fondée sur la reformulation de la relativité générale en une théorie BF contrainte. On sait quantifier la théorie BF 
topologique en la discrétisant puis, en implémentant la contrainte au niveau quantique, on construit le modèle 
de Barrett-Crane. Néanmoins ces contraintes imposent que le champ B dérive d'une tétrade _B = ± * (e A e) et 
on obtient deux secteurs, qui sont la relativité générale à un signe près. Au niveau classique, on peut voir ce 
changement de signe comme un changement de la direction temporelle. Ainsi pour réellement obtenir la gravité, 
il faudrait se restreindre à un seul secteur et imposer au modèle une structure causale. Par conséquent, durant 
ma thèse, en collaboration avec Daniele Oriti, j'ai identifie la symétrie Z2 responsable du changement de signe 
au niveau discret des mousses de spin et déduit une amplitude causale pour le modèle de Barrett-Crane, qui 
semble ainsi être une intégrale de chemin légitime de la gravité, formulée comme une somme sur les variétés 
causales munies d'une structure causale. 

L'image de l'espace-temps en résultant est un ensemble de 4-simplex plats collés les uns avec les autres, ou 
au niveau dual, un 2-complexe fait de bulles labellées par des représentations de SL(2, C). Le couplage se faisant 
au niveau des tétraèdres (frontières entre deux 4-simplex) sous la forme d'une onde réfractive ou, sur la mousse 
de spin, au niveau des liens charnières entre les bulles. 

On peut également effectuer un splitting 3 + 1 du modèle afin de décrire l'évolution d'une hypersurface (de 
genre espace). Les états quantiques de l'hypersurface sont alors donnés par des réseaux de spin simples, tout 
comme dans le formalisme canonique covariant développé dans la partie III : les points de l'hypersurface sont 
définis par la normale à l'hypersurface en ces points, et les liens entre ces points sont décrits par l'aire d'une 
surface duale donné par une représentation de SL(2, C). Puis le modèle de Barrett-Crane définit des amplitudes 
de transition entre ces états. 

On a donc un modèle complet de gravité quantique. Ne reste donc plus qu'à essayer d'en tirer des prédictions 
physiques. . . 
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Conclusion : Mousses de Spin comme 
Gravité Quantique 



Les mousses de spin ou spin foams décrivent l'espace-temps créé par l'évolution d'états de géométries définis 
par les réseaux de spin : ce sont des 2-complexes avec des représentations de groupe attachées à ses faces et dont 
la géométrie est définie par leurs entrelacements. Elles fournissent la dynamique de modèles de Loop Quantum 
Gravity et développent les concepts nécessaires à son interprétation en tant que gravité quantique i.e. théorie 
quantique d'un espace-temps dynamiciue. 

Mathématiquement, les mousses de spin définissent une intégrale de chemin discrctisée et bien-définie de 
la relativité générale. La procédure de construction des modèles repose actuellement sur la quantification de 
la théorie BF topologique, que l'on contraint afin d'obtenir une théorie à degrés de liberté locaux telle que la 
gravité. 

En basse dimension, j'ai étudié les mousses de spin, qui correspondent simplememt à la théorie BF (sans 
contrainte). Cela permet de comprendre le contexte des mousses de spin, leur géométrie et comment les utiliser 
pour obtenir des objets avec interprétation physique tels que des amplitudes de transition. 

En quatre dimensions, la question principale consiste en l'implémentation des contraintes au niveau quantique 
permettant de passer de la théorie BF à la relativité générale. J'ai ainsi montré comment, en imposant une 
structure causale à la mousse de spin, on obtient un modèle légitime d'intégrale de chemin de la relativité. Dans 
ce contexte, on retrouve les mêmes structures cinématiques définies par des réseaux de spin simple que dans 
la quantification canonique invariante sous Lorentz (que j'ai développé dans la partie III), ce qui permet une 
traduction directe des mousses de spin quadri-dimensionnelle dans un cadre canonique. De plus, on retrouve 
un spectre continu des aires (le modèle ne contient que des surfaces de genre espace). Et tenant compte de la 
structure causale du modèle, il est possible de l'étudier dans le contexte des ensembles causaux (quantiques), 
qui fournit un cadre d'étude des propriétés d'unitaritc de l'évolution. 

Au final, on obtient des modèles complètement algébriques oii la géométrie est reconstruite à partir de la 
théorie des représentations du groupe de Lorentz. Et il est même possible d'écrire une théorie de champs sur le 
groupe de Lorentz générant les mousses de spin par leur développement pcrturbatif en diagrammes de Fcynman. 
Cela ouvre la porte à des calculs non-perturbatifs sur les mousses de spin utilisant la fonction de partition de cette 
théorie génératrice. J'ai donc étudié l'effet non-perturbatif le plus simple : les solutions classiques de la théorie 
de champs. Elles permettent d'introduire des géométries de fond -des backgrounds- non-triviales (autre que le 
vide total i.e. l'absence d'espace-temps) à partir desquelles j'espère comprendre la structure non-perturbative 
des modèles de mousses de spin. En effet, le but serait d'étudier les effets des fluctuations des mousses de spin 
autour d'une géométrie presque plate. 
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Conclusion 



La gravité quantique à boucles, ou Loop Quantum Gravity, est une récente quantification canonique, et en 
cela non-perturbative, de la relativité générale. Fondée sur un découpage de l'espace-tcmps en une hypersurface 
3d évoluant dans le temps, elle fournit une base d'états quantiques (cinématiques) , invariants de jauge SU (2) 
(rotation de l'espace) et invariants sous diflFéomorphismes (spatiaux), représentant la géométrie quantique de 
l'espace. Ces états sont vecteurs propres d'opérateurs aires et volumes à spectre discret, ce qui correspond à 
l'image de quanta de géométrie. Puis la théorie décrit leur évolution, qui génère notre espace-temps. Dans cette 
thèse, j'ai étudié la structure (covariante) de cet espace-temps quantique. 

On appelle les états cinématiques réseaux de spin, ou Spin Networks, et les espace-temps résultants mousses 
de spin, ou Spin Foams. Les mousses de spin permettent de décrire la dynamique des réseaux de spin. Elles 
fournissent ainsi un nouveau point de vue sur les questions rencontrées en Loop Quantum Gravity, telle la 
pertinence du paramètre d'Immirzi 7 dont dépend la théorie quantique et le spectre des opérateurs géométriques, 
ou telle l'invariance de la théorie sous le groupe de Lorentz. 

Mon approche a été d'étudier les possibles structures invariantes sous le groupe de Lorentz dans un contexte 
de gravité quantique à boucles. 

Ainsi, dans un premier temps, j'ai étudié l'espace des observables (partielles) invariantes sous Lorentz de 
la relativité générale dans un formalisme connexionnel. La difficulté vient de la non-compacité du groupe de 
Lorentz. Par conséquent, je me suis intéressé plus généralement à l'espace des observables invariantes sous un 
groupe de jauge non-compact. Dans ce cadre, j'ai développé, avec Laïucnt Frcidel, une théorie des réseaux de spin 
pour groupes non-compacts, qui fournissent une représentation de l'algèbre des observables. Gardant à l'esprit 
l'application de ces résultats mathématiques à la théorie de la gravité, j'ai appliqué la théorie mathématique 
aux groupes de Lorentz en trois et quatre dimensions, 50(2,1) et 50(3, 1). J'ai exposé ces résultats dans la 
partie II de cette thèse. 

Dans la partie III, j'ai exploré la possibilité de développer un formalisme canonique invariant sous le groupe de 
Lorentz. Pour commencer, je me suis attaqué au cas de la gravité en 2+1 dimensions. Le formalisme canonique est 
relativement simple et aboutit à des réseaux de spin 5*0(2, 1), qui ont une interprétation géométrique naturelle 
en termes de géométrie simpliciale. Dans ce contexte, j'arrive à la conclusion qu'en géométrie quantique, les 
distances spatiales sont continues et les distances temporelles discrètes. 

Suivant le travail de Scrgci Alexandrov, j'ai ensuite étudié un fornialisnie canonique en 3 + 1 dimensions 
gardant explicite l'invariance sous le groupe de Lorentz. Ce formalisme prend en compte explicitement le plonge- 
ment de l'hypersurface dans l'espace-temps. Il y a alors deux manières naturelles de quantifier la théorie. 

La première permet de retrouver la gravité quantique à boucles usuelle, avec des spectres discrets des 
opérateurs géométriques. En fait, la théorie quantique est une simple extension des structures SU(2) au groupe 
de Lorentz. Malheureusement, il s'avère que les structures ne se transforment pas normalement (habituellement) 
sous difféomorphismcs dans la direction temporelle : cela pourrait impliquer des anomalies dans la dynamique 
quantique de la théorie. 

La seconde quantification utilise, par contre, des structures covariantes et prévoit des spectres continus des 
opérateurs géométriques. De plus, la théorie se révèle indépendante du paramètre d'Immirzi ! On obtient ainsi 
une Loop Quantum Gravity covariante. Néanmoins, l'étude rigoureuse de la théorie est compliquée par le fait 
de variables de configuration non-commutatives. 
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Dans la partie IV, je me suis finalement intéressé aux mousses de spin elles-mêmes. Dans un premier temps, 
j'ai décrit la logique des modèles de mousses de spin, leur géométrie et leur structure non-perturbative à l'aide 
de théories en basses dimensions (deux et trois). 

Puis, j'ai étudié le modèle de Barrctt-Crane. J'ai rappelé comment il est dérivé à partir d'une discrétisation 
et d'une quantification géométrique de l'cspacc-tcmps. Il se révèle être une théorie quantique d'imc théorie BF 
(topologique) contrainte, qui est équivalent classiciuement à la relativité générale dans un certain secteur. Dans 
ce cadre, en partant d'une action de type BF généralisée, j'ai montre que le paramètre d'Immirzi ne modifiait 
en rien la théorie quantique. Puis, dans un travail réalisé avec Daniclc Oriti, j'ai montre qu'en imposant une 
structure causale à l'espace-temps (quantique) du modèle, on obtenait une intégrale de chemin (discrôtisée) bien- 
définie de la relativité générale. Finalement, point important, il s'avère que les états cinématiques du modèle 
sont exactement les mêmes que ceux de la Loop Quantum Gravity covariante développée en partie III. Ainsi 
les structures canoniques d'espace et celles d'espace-temps coïncident et nous fournissent une vision cohérente 
d'une géométrie quantique. 

A travers mon travail, j'espère convaincre que les modèles de mousses de spin (à la Barrett-Crane) forment 
des modèles de gravité quantique viables, ces structures covariantes s'interprétant à la fois dans un cadre 
canonique -une gravité quantique à boucles covariante- et en tant qu'intégrale de chemin de la relativité générale. 
Ces modèles décrivant l'espace-temps à l'échelle de Planck, il s'agit maintenant de voir à quelles structures 
macroscopiques elles mènent afin d'obtenir des prédictions physiques réelles, ce qui permettrait éventuellement 
de les valider en tant que (véritable) gravité quantique. Une façon de procéder est d'étudier la renormalisation 
de ces mousses de spin, c'est-à-dire de regarder leur comportement sous transformation d'échelle. Il s'agit dans 
ce cadre de comprendre tout d'abord les caractéristiques géométriques des mousses de spin, les informations 
qu'il faut raffiner quand on regarde à plus petite échelle et qu'il faut oublier quand on regarde à plus grande 
échelle. Cela permettra de déterminer les choses que nous devons calculer, les questions que nous pouvons nous 
poser. La formulation sous forme de théorie de champ génératrice ouvre la porte également à une étude de la 
renormalisation comme en théorie quantique des champs : on écrit tous les couplages possibles du modèle de 
Barrett-Crane (au niveau des tétraèdres) et on regarde par exemple leur renormalisation en fonction du nombre 
de 4-simplexes triangulant une région de l'espace-temps. 

Il reste néanmoins de nombreuses questions évoquées ici mais auxquelles je n'ai pas pu répondre entièrement, 
concernant le temps (le dynamique en gravité à boucles) et le spectre des opérateurs géométriques. En effet, 
la Loop Quantum Gravity a un spectre discret dépendant du paramètre d'Immirzi. Le point de vue covariant 
ignore le paramètre d'Immirzi et fournit un spectre continu des distances spatiales (tout en identiquant une 
quantification des intervalles temporels). On peut donc s'interroger sur la pertinence de 7 et sur l'incompatibilité 
a priori de l'approche Loop Quantum Gravity et des mousses de spin. Tout d'abord, les opérateurs géométriques 
sont implémcntés au niveau cinématique et ne reflète pas les véritables observables censées prendre en compte la 
dynamique et résoudre également la contrainte Hamiltonienne. De plus, il y a la question de la fixation de jauge, 
car on a vu à travers l'exemple des variables à la 't Hooft que changer de fixation de jauge modifie les relations 
canoniques et les propriétés des opérateurs géométriques. Ainsi, en Loop Quantum, Gravity , la jauge est déjà 
fixée, ce qui peut poser un problème pour exprimer la dynamique (covariante) et les changements d'observateurs. 
Par contre, dans le cadre de la Loop Quantum Gravity covariante et des mousses de spin, la jauge n'est pas fixée, 
ce qui peut poser des problèmes d'interprétration car un observateur donné définit un feuilletage de l'espace- 
temps et donc une fixation de jauge, une dynamique particulière. Peut-être retrouvera- t-on un spectre discret 
dans ce contexte-là. 

Lié à ccila est le problème des conditions aux bords, qui déterminent le cadre physique et les questions que 
nous pouvons poser. Ainsi, les mousses de spin ont des états frontières donnés pas les réseaux de spin simples, 
qui définissent l'hypersurface (canonique) d'une manière intrinsèquement différente des réseaux de spin SU (2). 
Alors, comment un réseau de spin simple définit-il la géométrie de la tranche spatiale 3d ? Le problème est lié 
au fait que, dans le modèle de Barrett-Crane, un tétraèdre n'est pas entièrement déterminé par lui-même mais 
par le 4-simplex auquel il appartient : il s'agit alors d'étudier les géométries 3d les plus probables et de calculer 
des corrélations entre géométriqes 3d aux frontières en fonction de la structure de l'espace-temps. 

Finalement, je ne vois pas d'oppositions réelles entre la Loop Quantum Gravity SU{2) et l'approche covari- 
ante par mousses de spin : il me semble que ce soit une différence de point de vue. Maintenant que le cadre 
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mathématique est fixe, il s'agit de comprendre le contexte physique : la question de l'observateur et la prise on 
compte de la matière. Et il est certain que cette approche par quantification directe de la relativité générale 
fournira des points de vue intéressants sur ces questions tout comme elle fournit déjà une description pertinente 
de l'espace-temps quantique. 
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Annexe A 

Le groupe de Lorentz SL(2, C) 



Les représentations de SL(2, C) 

Notons Tx les générateurs de l'algèbre de Lie sZ(2, C) et fxy l^s constantes de structure : 

[Tx,TY]=f^yTz. (A.l) 

Usuellement on note Tx = {iKa, iJa) avec K les générateurs des boosts et J les générateurs des rotations 
(d'espace). On introduit également 

H+ = Ji+ iJ2, H_=Ji- iJ2, H3 = h, (A.2) 

F+ = Ki+iK2, F_=Kx-iK2, Fs=K3. (A.3) 

Les relations de commutation s'écrivent alors : 

[H+ ,H3]^-H+, [H_ ,H3]=H_, [H+,H_]= 2iÎ3 , 
[H+,F+] = [H_,F_] = [H3,F3] = 0, 

[H+ , F3] = -F+ , [H_ , Fs] = F_ , (A.4) 
[H+,F_] = -[H_,F+] = 2Fs, 

[F+,Hs] = -F+, [F_,H^]=F^, 
[F+,Fs\ = H+, [F_,F3] = -H_, [F+,F_] = -2Hs. 

SL(2, C) a deux opérateurs Casimir Ci = — K'^ et C2 = J.K. 

Une représentation irréductible du groupe de Lorentz est caractérisée par deux nombres (n € N/2,yu e C). 

Une base orthonormale utile de l'espace d'Hilbert correspondant est donné par sa décomposition en 
représentations de su{2) (généré par les J) : 

{^j,m}, m = -j,-j + l,...,j-l,j, j = n,n + l,... (A.5) 

L'action des générateurs sur cette base est : 

H+^j,m = \/(j + TO + l)(i - ■m)^j,jn+l, (A.6) 

-ff-Çj,m = V (j + m){j -m+ 



-F+0,m = l(jW{i - m){j -m - + %) V(i - m)(j + m + l)Cj,m+i 

+ 70+1) V(J + "1 + l)(i + + 2)^j+i,m+i, (A.7) 
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F-^j,Tn = -7(i) V(j + + m - l)Cj-i,m-i + P(j)^J{j + m){j - m + 
- 70+1) V(j - m + - m + 2)^j+i,„_i, 

avec 



Les Casimirs valent Ci — + ^'^ — 1 et C2 — in^. Les représentations unitaires correspondent aux deux cas : 

1. la série principale : (n, /i) = (n, zp) avec n g N/2 et p € R 

2. la série complémentaire : (n, /i) = (0, p) avec |p| < 1 et p e M 

Les représentations de la série principale sont celles intervenant dans la formule de Plancherel décomposant des 
fonctions L? sur SL(2, C), et donc celles que l'on utilise pour les réseaux de spin SL(2, C) (base de l'espace des 
fonctions invariantes) tels qu'introduits dans la partie IL Plus précisément, pour une fonction / G L^(SL(2,C)), 
on a 

= / Tr[F(n,p)i?"'''(5-i)](n2 +p2)dp (A.9) 

n 

OÙ {v? + p^)dp est la mesure de Plancherel et la transformée de Fourier F est définie par : 

F{n,p)^ [ f{g)D-'P{g)dg. (A.IO) 



Les représentations simples sont les représentations de la série principale avec un Casimir nul C2 = tt. x p = 0. 
Elles sont de deux types : (n, 0) and (0,îp). Dans les deux cas, on a /3q) = pour tout j. Toutefois, les 
représentations (0,îp) ont la particularité qu'elles possèdent un vecteur ^j=„i=o invariant sous SU(2). 

Le quotient 50(3, l)/5'0(3) 

Pour X sur l'hyperboloïde futur 7i+ i.e un vecteur unité de genre temps orienté vers le futur, on définit son 
stabilisateur sous l'action x —> g.x de 50(3, 1) : 

SO{3)^ = {he S0{3,l)/h.x = x} (A.ll) 

La loi de transformation de 50(3)3: sous l'action de 50(3, 1) est 

V.g G 50(3, 1), 50(3),,., = 550(3)^5-1 (A.12) 

Alors peut être vu comme le quotient 50(3, l)/50(3) de 50(3,1) par l'action à gauche du sous-groupe 
50(3) -le sous-groupe canonique 50(3) i.e le stabilisateur de xq = (1, 0, 0, 0). Alors pour [50] G 50(3, l)/50(3) 
et 5 G 50(3, 1), on a : 

50(3)[,„] = {fc G 50(3, l)/fc.[5o] = [.90]} = {ke 50(3, l)/50(3)5ofc = 50(3)5o} (A.13) 

50(3),.[g„] = 50(3)[,„3-i] = 550(3)[,„]5-i (A.14) 

Maintenant, si on considère une représentation unitaire de 50(3, 1), on peut la décomposer sur les représentations 
irréductibles unitaires 50(3)^: pour un vecteur fixé x : 

R' = ®Vii) (A.15) 
j 

Ainsi on peut choisir une base \Ixjm) de R^ compatible avec la décomposition en somme directe des espaces 
V(l^y Alors, à la vue de (|A.12p . les bases pour différents choix de x sont reliées par 

\I{g.x)jm) = D^ig)\Ixjm). (A. 16) 
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Maintenant, si on regarde les fonctions sur W+, une base de l'espace L'^{H+) est fournie par les représentations 
simples (0, p). Ces représentations contiennent un vecteur invariant sous SU(2), noté \pj = 0), et se décompose 
sur toutes les représentations de SU(2) : 

VxeW+iî(°"')=0 1/(^5 . (A.17) 

j>0 

On peut alors définir un noyau bi-invariant sous SU (2) : 

K,{g) = {pO\D^''^''\g)\pO) (A.18) 

Dû à son invariance, c'est une fonction de seul l'angle de boost de g. Il est très utile quand on étudie les fonctions 
L"^ sur (c'est une base des fonctions bi-invariantes) et correspond (plus ou moins) au propagateur d'une 
particle libre sur l'hyperboloïde. Une expression explicite du noyau est 

K,{x, y) = Kp{x-'y) = (A.19) 
p smh ï] 

où î] est la distance hyperbolique (paramètre de boost) entre x et y. On peut aussi vérifier que 

/•oc 

/ p^dp Kp{x, y) = 2n''ÔH+ {x, y) (A.20) 

où dp,{p) = p^dp est la mesure de Planchercl restreinte aux représentations simples (n = 0,p). De plus 

/ dyKpix, y)Kp, {y, z) = ^^''~/^ Kp{x, z) (A.21) 

J'H+ P 

ce qui signifie que le noyau K est le projecteur sur la composante de Fourier p sur l'hyperboloïde H+. 
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Annexe B 

Quantification Géométrique d'un 
Bivecteur 

Je décris la quantification (géométrique) d'un bivecteur et d'un tétrèdre en trois dimensions et en quatre 
dimensions utilisant la structure de Poisson de Kirillov-Konstant sur les algègres so(3) et so(4) suivant le travail 
de Baez et Barrett (7R) . 

Tout d'abord, étant donné une algèbre de Lie g, le commutateur sur g induit une structure de Poisson sur 
son dual g*, dite de Kirillov-Konstant. Plus précisément, des éléments a, 6 G g sont des fonctions linéaires sur 
le dual g*. Cela permet de définir un crochet de Poisson sur les fonctions linéaires, qui s'étend de façon unique 
à l'algèbre des fonctions C°° . En effet, il existe un champ de bivecteurs fi sur g* tel que 

[a, h] — Q{da, db), 

puis le crochet de Poisson est 

{f,g}^n{df,dg). 

Pour / donnée, on peut alors définir un champs de vecteurs vérifiant 

V5, {f,9} = dgif*) = f*g. 
Une 2-forme lu est dite compatible avec la structure de Poisson ssi : 

u;{a*,b*) = {a,b}. 

(jj est bien définie et est symplectique sur chaque orbite co-adjointe, également appellée feuille symplectique""^ . 
Puis, il s'agit de quantifier ce crochet de Poisson. On suit la procédure de quantification géométrique. Sur chaque 
feuille, on choisit une structure complexe J compatible avec u, qui munit la feuille d'une structure de Kâhler. 
On choisit alors un fibré en droite complexe et holomorphe munie d'une connexion de courbure uj. Cela n'est 
possible que si la classe de cohomologie de lo est un entier. Puis on obtient un espace d'Hilbert H en considérant 
l'espace des sections de carré intégrable. 

B.l Bivecteur Quantique 3d 

En utilisant l'isomorphisme entre A^K" et so(n)*, étudier l'espace des bivecteurs revient à étudier l'algèbre 
so[n)* . En trois dimensions, on regarde donc so(3)*, qui est de dimension 3. Les feuilles symplectiques de classe 
de cohomlogie entière sont les sphères iS^ (centrées sur l'origine) de rayon 27rj, j £ N. Chaque sphère induit 

^En effet, O est tangent à chaque feuille et non-dégénérée en tant que forme bilinéaire sur le fibré cotangent à chaque feuille. 
Alors LO est son inverse. 
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alors la représentation de spin j de SO{3). Et sommant sur toutes les orbites, on obtient l'espace d'Hilbert d'un 
bivecteur quantique en 3 dimensions : 

H = 01/^. (B.l) 

j 

Choisissant la base canonique de l'algèbre de Lie so(3), le crochet de Poisson est : 

{E\E^}^E^ {E^,E^} = E^ {E^,E^} = E'^. (B.2) 
Quantifiant, on obtient les relations de commutation : 

A partir du cas du bivecteur, on peut former un tétraèdre en tant que 4 copies de so(3)*. En efïet, un 
tétraèdre peut être défini à partir de 4 bivecteurs -E'i,..4 satisfaisant une relation de fermeture : 

El + E2 + Es + E4 = 0. 

En fait, il faut aussi une condition de positivité étant donné que : 

U = Ei-{E2A Es) = > 

où V est (6 fois) le volume (orienté) du tétraèdre. On munit (so(3)*)^ de la structure de Poisson de Kirillov- 
Konstant et on considère la sous- variété contrainte C = {Ei +E2 + E3 + E4 = 0}. La contrainte génère l'action 
diagonale de SO{3) sur les Ei. On obtient donc l'espace des phases réduit T (comme tétraèdre) en quotientant 

C par cette action. 

Pour quantifier le tétraèdre, on commence par quantifier les 4 copies de so(3)*. On obtient donc des opérateurs 
El,.., El sur W®^ : 

Êi = Ê^(E) Id ® Id ® Id 
Id®Ê^ ®Id® Id 
ÊÎ = Id®Id®Ê^® Id 
Êi = Id(^Id(^Id(^Ê\ 

Puis on impose la contrainte de fermeture en sélectionnant les états de W®* annulant l'action de E\^- E2^- E\ + 
E\. Ces états sont précisément ceux incvariant sous l'action (diagonale) de 50(3). On obtient ainsi l'espace 
d'Hilbert : 

T = Inv(H®^) = Inv(yJ'i (g) V' (g) (g V^^), (B.4) 

31,- -,34. 

qui est en fait l'espace des entrelaceurs 4-valents. Pour la condition de positivité, il s'agit de quantifier U. 
L'opérateur correspondant est 

[/ = ^ eijkE[ElE^. 

i,3,k 

Il faudrait alors se restreindre aux vecteurs propres correspondant aux valeurs propres positives. 

B.2 Bivecteur Quantique 4d 

Maintenant, il s'agit de quantifier so(4)*. Pour cela, on utilise que so(4) = so(3) ® so(3). Il suffit donc de 
copier les résultats précédents. Néanmoins, il y a une ambiguïté dans l'isomorphisme entre A^M"^ et so(4)*. Ainsi, 
choisir ^ ou ^ o ★ (★ est l'opérateur de Hodge sur A^M^) modifie la structure complexe. Au final, cela revient à 
considérer l'espace d'Hilbert 

w (g) w = (g) y'^ 

3,k 
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ou l'espace d'Hilbert 

W (g) W = F-' O ÎÂ. 

j,k 

Nous allons voir que c'est le second choix qui est le plus utile pour l'étude du tétraèdre. Concentrons-nous donc 
sur ce cas. Choisissant la base canonique de so(4), le crochet de Poisson est : 

{E+\E+^} = €'^''E+'' {E-\E-i} = é^^E-'' {E+\E-^) = Q, (B.5) 

qui se quantifie de manière évidente. 

Pour l'application au tétraèdre et au 4-siniplex, nous nous intéressons particulièrement à l'espace des 

bivecteurs simples. Rappelons qu'un bivcctcur quelconque se décompose en parties selfdual et antiselfdual 
h = b+ +b- (avec +6^ = ±6±) et qu'un bivecteur simple est tel que \b'^\'^ = \b p. On peut donc introduire les 
opérateurs Casimirs 

E (^^f ' 

i=l,2,3 

et V espace d'Hilbert d'un bivecteur simple est l'espace des vecteurs tel que K^ij) = K~ip, ce qui sélectionne 
le sous-espace 

W W C W O W. (B.6) 

j 

Un tétraèdre en quatre dimensions est maintenant formé de 4 bivecteurs satisfaisant 

(1) une contrainte de fermeture Ei + E2 + E3 + E4 = 0. 

(2) une contrainte de simplicité sur chaque bivecteur \E^\'^ — \E~\'^. 

(3) une contrainte de simplicité sur chaque somme de bivecteurs \E^ + E'^\^ = \E^ + EJ\'^ . 

(4) une contrainte de chiralité [/+ + [/"= 0, avec = ±{Ef , [Ef,E^]). 

La contrainte de chiralité permet de distinguer si le tétraèdre est formé à partir des bivecteurs Ei (ou —E^) 
ou des bivecteurs -kEi (ou — -k Ei). Imposant la contrainte de fermeture sur l'espace des phases, on obtient un 
espace des phases T+ x T~ simple double copie de l'espace des phases T du tétraèdre 3d. Puis il est simple 
de vérifier que les contraintes de simplicité Ci = \Ef\^ — \E~\^ ont un crochet de Poisson nul avec toutes les 
fonctions sur x T~ . On peut donc se placer immédiatement sur l'espace {Ci = 0} C T"*" x T~ Par contre, 
pour les contraintes = \Ef + E^\^ — \E~ + E~\^, on obtient 

{Cij,Cik}=^{U+ + U-). (B.7) 

Ainsi, imposer les contraintes de simplicité, on obtiendra gratuitement la contrainte de chiralité. 

Quantifiant, imposant la contrainte de fermeture et les contraintes de simplicité Ci, on se réduit à l'espace 
d'Hilbert : _ _ 

Inv ((il, il) (i2,i2) (i3,i3) ® (i4,i4)) c T T c (W W)®^ (B.8) 
h,- -34, 

où on note {].,]) = (E) . Imposant les contraintes Cij, on réduit cet espace d'entrelaccurs à un espace 
uni-dimensionnel, qui est V espace d'Hilbert du tétraèdre quantique en 4 dimensions. Cet espace prend en compte 
gratuitement la contrainte de chiralité puisque : 

MCij,C,k] = Û+ + Û-, (B.9) 

oîi = J2ij k ^ijkEf'^E^-'Ef^. Ainsi, tout état satisfaisant les contraintes de simplicité résoud également la 
contrainte de chiralité. 
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